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*Si considerl su un insieme Her" 1'applicazione:

@ (x)
fx)= |+ 'aRF‘-'Rn

2, (x)

L'applicazione - f(x) si chiama Isotonica se Il'implicazione seguente

& validas

xl, x2 ;EH'; xl = xz = i(xl)z i(xz)

Mostriamo che la sol-uz.lone di varli modellli economici richlede- I'identi-

ficazione di un punto fisso di applicazioni isotoniche. Segdono

tre esempl

1) 1l modello statico e aperto input-output di W. Leontlef. Si indichi

con X € R: Ia produiione lorda di una economia del tipo di Leontlefy con

y€ R: Il consumo finale e sla data una matrice tecnologica di

coefficient]

delle entrate elementari che sla non-negativa. Cosi l'equazione seguente

ésprime la condizlone dell'equlilbrio ira pr.oduzlone lorda e consumo finales

x=Ax+Yy

(*) Vettori, matrici, insiemi sonc indicati con lettere lat
1= lettere greche sono utilizzate per valori scalari.

Ine; mentre




Scrivendo invece
1(x) = Ax+y

si vede che f(x) & una applicazione lsotonica di R: in R: e la soluzione del

modello esige la determinazione di un punto fisso dell'applicaziones
x = f(x)

2) Consideriamo ora una generalizzazione dinamica del modello sopra.
Cerchiamo una traiettoria di un'economia del tipo di Leontief per intervalli
discreti {annuali) t=0, 1, 2, ..., T.

La condizione d'equilibrio & per I'anno ts
i(t) = Ax(t) + (1) + v(t)
dove abblamo separato dal consumo finale origlnale Il fabbisogno degll Inve-

stimenti. Sla il vettore K(t) una misura della capacita produttivas limitande

le produzioni nell'anno t

x(1) SK(1) per¥ t

3

Sia AK(t) laumento delle capaciti realizzata nell'anno t mediante

gli investimenti esegulth
AK(t) = K(t+1) - K1) ,

sia B la matrice del coefficienti del fabbisogno di mezzi d'investimento

per aumentare le capacita produttiva. Cosis
i(t) = BAK()

La capacita produtiiva ha, quindi, una grandezza nell'anno: T,

d

T-1

= K b3
K(TY = K, + 20 AK(t?

]

Per non dover seguire di anno In anno Pevoluzione della capacita
& opportuno introdurre un'ipotesi semplificatrice: lo sviluppo delle capacita
e uniforme, nel senso che ogni setiore cresce ad un tasso costante, vale

a dire:

(1) = (s 2 )2, (0), (j=1,2,..;,n) 5 (120,100, T-1)
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Si ottiene cosi:
T
e _ ‘@j(n_ l_/T
1+ Zj) ) ==

@j(o)

L'aumento di cdpacita néll'ultlmo anno &
Agfi(T) = 2 K j(T)

e se sl sostitulsce il valore di }.j otteniamos

gj(n uyr

= T - AT
A1) - L o&m
20

Il processo d'investimento si suppone & regolato in tale modo che
ogni settore non esegue investimenti se la produzione attuale fosse inferiore
A}
alle capacita esistentl. L'aumento delle capacita sard dunque:

ur
2 (T)
AR (T) J_i__ -1 §i(.T.) se §i(1)>sz (0)

j
) 2,

j

ARAT) = 0O se §j(T)S @i(O)
)

Risulta, quindi, che II fabbisogno totale d'lnvestimentc;

i(T) = BAK(T)

& funzione isotonica di x(T).

Omettendo l'indicazione dell'anno, possiamo scrivere;

X= Ax +B4K(x) + y
Sia
1(x) = Ax + BAK(x) + ¥e

Essa & anche una applicazione Isotonica; e cosi Ja soluzione del modello

richiede nuovamente la determinazione di un punto fisso di una applicazione

isotonica:
X = f(x)

3) Come terzo esempio pud servire la generalizzazione non-lineare

del modello statico, 2perto input-output. Si assuma che le entrate- elementari
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sono funzioni muitivariabili che dipendonc da tutti | livelli della produzione.

vale a dire che la matrice delle entrate elementarl ha la forma seguente:

x“(g) Xln(x)
X(x) = e X“(x) T
xnltx) xnn(x)

dove X..(x) denota il volume del bene prodotto dal settore | che & utilizzato
1)

nel settore j per effettuare la produzione lorda x.

Facciamo le supposizioni Sseguenti, plausibill, concernenti le entrate

elementaris

- le funzioni Xi(x); Vi;j sono definlte in Ri e sono contlnue nell'interna

}
n
.

di R

-xij(x)ao i Vi se]x{>0 .

Definiamo la funzione composta di entrata dell'economia globales

dove G(x) = X(x)+ e mentre il vettore e - e il vettore unita di dimensione

n.

E' ragionevole presumere che G(x) sia isotonica. Tale ipotesi implica
che una produzione lorda allargata non esige sicuramente meno entrate che
una produzione pit piccola.

Se introduciamos
(x) = Glx) + y

si vede che f(x) & una applicazione isotonica e la soluzione del modello esige

Ia determinazione di un suo punto fisso
x = f(x)

Poiché 1l modello input-output & uno del modelll-econ'omlcl pit impor-
tantit molti auteri si gono occupati della sua generalizzazione. La maggio-
ranza degli autorl ha seguito un approccio costruttivo; elaborando algoritmi
che convergano ad un punto fisso (7, §, 9, 11, 13, 14). L'isotonicitd delle
funzionl viene naturalmente postulata e sfruttata nelle dimostrazioni. Pero
Hakan Persson fu il primo nel 1983 in Go&teborg a 'partlre nelle sue analisi
intenzlonalmente dalle applicazioni isotoniche (12).

Qui si seguira un approcclo che si basa sulla teoria della programmazio-




ne matematica e mette bene in evidenza la struttura interna del problema.
Il nostro approccio ha una storla relatlvamente lunga, che vogliamo qui breve-

mente ricapltolare.

Nel 1963 G. Wintgen,a Berlino,ha osservato che nel problema seguente

dl programmazione lineares

X-Ax-5 =y
%, §=0

ch = mint

(Il modello & un modello input-output lineare esteso con un vettore indicante
i llve!io’delle“scbr!e) la soluzlone sl presenta sempre nello stesso punto,
qualsiasi foss'é il vettoré specifico non-negativo, del costi (cT) applicato
nella funzione oggetto da minimizzare.

Sulla base di questa costatazione, Wintgen Introdusse nel 1964 la nozio-
ne di ‘Indifferenza' nella teoria della programmazione matematica (I, 15).

Sia dato un insieme non vuoto delle soluzioni ammisslbili M ed una
classe di funzioni oggetto & .

Si consideri il problema seguente:

Determinare x EMC Rn

P. z(x) = min z(x) per VY x EM; zed

Il problema P. & detto indifferente relativo alla famiglia & se esiste

x tale che
z(;)s(z)z(x) per V x eM; V zed

Wintgen ha formulato delle condizioni sufficlentli per la situazione

seguentes sla M non vuoto e compatto; sia

z l(x)

Z(x) = *

;n(x)

una funzione vettorlale avendo componenti almeno semlcontinul. Considerlamo
I'insleme delle combinazioni linearl non-negative delle funzion! come la fami-

glias
n
&= {z(x)l z(x) = ifl Az 5 FUIZO}

11 problema cosi definito & detto Indifferente relativo a & se la proie-
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10

Z(M): e chiuso per una P—:]

=t
n

zione dell'insieme M mediante l'applicazione Z,
operazione vettoriale specifica. Z(x) = | .

Definiamo le operazioni vettoriali seguentis

che significa ogni punto viene prolettato in se: M = M. La famiglia & & la

0 . oel g2
xl, “er” - xlnx2 dove § 1= mm(El, §i)
famlglia delle forme lineari non-negative. Se risulta che l'insieme M sia
Oty £ - max(g}, &9 : |
X =xUx dove | = max £ i Si chiuso per l'operazione (1 tutte le forme lineari non-negative prendono il loro
valore minimo nello stesso puntc x di M. Cioé l'insieme M possiede un punto
Se I'insieme Mha la proprietad che pitl piccolo, poiche:
Lem=»zehnzedh ez = @ | 2
X, %X € X X = Xsx,Vx €M
it problema di minimizzazione P & Indifferente. Se l'insleme M possiede un punto piii piccolo, allora questo punto
Qualora, & {1 punto minimo comune non soltanto delle funzion! lineari non-negatlve,

ma anche di tutte le funzionl isotoniche. Sia # (x) una funzione isotonica:
xl, CeM =z UZd) €z(M) = B s
Bx)=g ¥ xeM
il problema P di massimizzazione ‘é indifferente.
Dalle condizionl di Wintgen segues - La nozione di indifferenza ha richiamato l'attenzione sul problema |
Lemma: Sia V'applicazione di esistenza di insiemi avendo un elemento pil piccolo.
E' possibile caratterizzare con condizioni sufflcienti .e necessarie

una classe di poliedri convessi avendo un elemento piu piccolo, come:
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M = {xERnI Ax=b3; xzo}

vale a dire poliedri che sono sezioni di un numero finito dl iperpiani con

ortante non negativo (i, 2).

Cottle e Veinott Ir. hanno generalizzato quest! rlsultati caratterlzzan-

do poliedrl convessit
M = {xer"| Axzb}

avendo un elemento pil piccolo. Questi poliedri sono sezionli di un numero
finito di mezzi spazi chiusi (6).

Inflne & anche possiblle caratterizzare insiemi convessi con questa
proprieta, otter;utl come un numiero finito di insiemi di livelll da funzioni

convasse (3):
n
M= {xeR | gi(x)sO; i= 1,2 evey N}

Gli insieml, avendo un elemento plli piccolo, posseggono un ruolo spe-
clale nel problema di complementarita lineare. Mangasarian indicd una fami-
glia di matrici, per le quall il problema di complementaritd & equivalente

ad un problema di programmazione lineare (10). Cottle e Pang hanno mostrato

13

che la ragione di tale risultato riguarda l'esistenza di un elemento piu pleco-
lo nell'insieme delle soluzioni ammissiblli (5).
Si consideri nuovamente il problema fondamentale

Sia f(x) continua ed Isotonica:
Lzl 2iad) 2169
Definiamo l'insieme seguente:
M= {xeRn.l xaf(x)} = {xeR_“ | x-f(x)ao}
?‘eofema' 1.Sia':M# ® el M | >1.M e chiuso per l'operazione

vettorialer N

Dimostrazlone. Siano xl N x2 €M e xO = xl N x
E' ovvio che xOlea xOsz

Mostriamo che L e M

Se per I'indice 1, §& (i ='§ iSEf

0 4 0 _ gl 0 1 .
El- 2,6) = E- o) 25 - px)=0

Se per lindice 1,5 = & <t}
[ |
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0 0 2_.0 2
8- 2 )= 8lpa=E- s6dzo .

Teorema 2. L'insieme M possiede un elemento pill piccolo se e non

vuoto e limitato.

. . . « . n ~ . .
Dimostrazione. M € un insleme chiuso in R'§ se & anche .limitato,

le condizioni del Lemma di Wintgen sono soddisfatte, cioés

Ix €M cosiche x=x § Yx &M

-

Tecrema 3. x l'elemento piu piccolo & una soluzione complementare;

vale a dire che
AT -~ ~n
xlx-Hx) = 0

Dimostrazione. Sia l'asserzione falsa: allora esiste un indice i tale

fA) A -
che §l $0e Ei -'¢‘(x) >0,

Siax = x -()e1 s, 0>0, E' chiaro che <% e %) = #(x).

Mostriamo che se il valore di ¢ & sufficientemente piccolo, x € M

~

e cosi x non pud essere l'elemento pil piccolo di M, cid conduce ad una

contraddizione.

La condizione con indice i

15

§ . 3
1 1

i

A A
§ .5- olx-0e) =
1 1

A FS -~ A
§i- ¢i (x) + ¢i x) - (?— ¢i(x-6ei) =

Al i . a . a
§1 -9 x) -1 8+ [px-be) - 2]} =

—
Vv
[=]

"

e — ™"
N
-m

=0

Il primo membro & positivo, mentre per via della continuita di ¢i(x)
il secondo pud diventare arbitrariamente piccolo se si sceglie 0 sufficien-
temente piccolo.
Per le condizioni con indici j # I
3 E. g =k - ez 0
§ - B = - gz - gx)z
GRS e SR
% soddlsfa tuttl | vincoll e dovrebbe eppartenere al'insieme M, da cul sl
evidenzia la contraddizione.
Te;)rema 4. L'elemento piu piccolo dell'insieme non vuoto e compatto
M & un punto fisso dell'applicazione f(x).
Dimostrazicne. Se tutti i componentl del vettore sono positivi, segue

A a
dalia complementarita che §i - ¢E(X)

0ecosi x = f{x)h
a ’ 2
Se certi elementi del veitore x , per esempio Si=° e nello stesso
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a A '
tempo ¢j(x)=0 non c'e difficolta pet: Ej z asj(x )

Si consideri percid;
A -
5 = 0 § - ¢l(X) >0
ma questo caso non pud verificarsi, Infatti,
Ay ‘
0<s. - 8(x) = 0- g,
| I ) ¢J(x)
€, quindiz
¢j(x) <0

Sia ¢j(x) <- ¢ <0, consideriamo il vettore ;::x-ﬁej. Per il vincolo j si

avrebbes

S 80 = -0 gz -4- ¢,(§)>o
Per i vincoli j # | si verificherebbe:

E - A ~
[ - %0z & - s)z0.

17,

Cosi X &M & una contraddizione.
In modelli economicl si richiedono soprattutto delle applicazioni che
n

. n.
proiettano R in R,
+ +

In questo caso sl consideri I'insiemes

M = {X.E.R: | x-f(x)zo}
It Teorema 2 pud essere riformulato in modo leggermente diverso.

Tegrema i M; possiede un elemento pili piccolo se & non vuoto (Non
deve esser necessariamente compatto).

L'elemento pﬁs piccolo & naturalmente una soluzione complementare
non-neg;tlva ed & allo stesso tempo un punto fisso dell'applicazione f(x).

thornan&o al modetlo non-lineare dove f(x) = G(x) + y e y > 0.

Un'economla‘ si chiama "funzionabile" se pud produrre del sovraplu,
vale a dire un consumo finale posiﬁvo e ottenibile. In quésto caso Ix 20
tale che x = G(x).

Nel modello lineare di input-output fa funzionabilith & una condizione
necessaria e sufficiente per realizzare un consumo finale arbitrario. Nel
caso non-lineare la funzionabilitd & soltanto una condizione necessaria, percid

€ opportuno introdurre:

Definizione 1. Un consumo finale Yy >0 in un'economia funzionabile




€ detto "raggiungibile" se
- n E - n
Ly = {xeR+| sz(x)+y} E{x€R+| xzf(x)} L)

Ly & un insieme M_ e possiede un elemento Pit plccolo x. Infattls

Taoremaq 5. L'elemento pit picc_o]o di ¥y & positivo,

Dimostrazicne. Si consideri soltanto il ‘¢aso in cul Glo) = 0 e percio
(o) = Glo) + y >0,

X non pud avere componenti negativi, per altro non sarebbe ammissibl-
le.

Definizione 2. Una funzjone @(x) pud elssere con-sldera{ta come funzione
di spesa della riproduzione sociale se

) ¢(o)' = .O l

igx)>o0 se |[x|>0

lih @ (x) & isotonlca.

Possiamo adesso caratterizzare il slstema non-lineare, aperto e stati-
co input-output,

Teorema 6. In una economia funzionablle ognl consumo finale raggiun-
gibile: y PUO ‘essere realizzato mediar;te una produzione lorda che esige spese
minime.

Dimostrazione. Poiche

19

Ly ={xER:| x 2 Glx) + ;'}a‘ ® x=x, VYxe gy

11 punto plu piccolo essendo un punto fisso realizza il consumo finale,
Se esistono pill punti fissi i! valore minimo della funzione di spese deve presen
tarsi nel punto piu piccolo di ogni funzione isotonica di spesa.

Ulteriorl element] del modello non-lineare input-output sono Indicati

altrove (4).
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