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1. Introduzione

Una funzione di. scelta sociale associa ad ogni profilo di caratteri-
stiphe individuali rilevanti -in genere, . preferenze ed, eventualmente, dota-
zioni iniziali~ una alternativa, I'alternativa ‘ottima' per quel profilo. Una
funzione di scelta sociale incorpora criteri normativi appropriatl per un pro-
cesso decisionale collettivo. Pertanto le si impongono di solito il requisho
dj efficienza paretiana e qualche forma di simmetria .nel trattamento degli
agenti e delle alternative.

Uno schema di gioco -in forﬁa normale- specifica l'insieme delle stra-

tegie pure a disposizione di ogni agente ed associa ad ogni combinazione

-di strategie pure -una per agente- ‘un risultato, in uno spazio di alternati-

ve opportunamente specificato. ljno schgma di gioco ed un profilo determi-
nano in modo naturale un gioco. Fissato un opportuno concetto di equilibrio,
uno schema di- gioco si d_ice stabile se, per ogni profilo ammissibile, il gio-
co ._corrispondente ammette qualche equilibrio. Si dice che -rispetto ad un:
dato concetto di equilibrio- uno schema di gioco stabile realizza ﬁné certa
funzione di scelta soc;ale se, per .ogni proﬁlo, esiste una multistrategia di
equilibrlo che seleziona la stessa alternatlva della funzione di scelta sociale.

.' In anni recemti sl & sviluppata una letteratura che mostra l'esistenza
di schemi di gioco i quali, di solito grazie ad una opportuna distribuzione

di poteri di veto, realizzano funzioni di scelta sociale dotate di proprieta
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eticamente apprdpriate di simmetria ed efficienza (cfr. ad es. Peleg (1978),
Mueller (1978), Dutta e Pattanaik (1978), Maskin (1979), Moulin (1979, 1580,
1981a, 198'lb, 1982, 1983), Moulin e Peleg (1982), Barbera e Dutta (1982),
Dutta (1983), Armbruster e Bdge (1983). Questo {filone di risultati di pos-
sibilitd contrasta con la situazione finora prevalente in quest'area di ricerca.
E' ben noto infatti che la teoria delle scelte collettive si distingue per una
notevole serie di teoremi limitativi.

1 due teoremi di ‘impossibilita' fondamentali sonc il celebre teorema
di Arrow ("se lé altérnatlve sono almeno tre, non esiste una funzi‘one del
benessere sociale definita per ‘tutti' i profili, efficiente, non dittatoriale
e che soddisfi la condizlone c.d. di ‘indipendenza dalle alternatlve irrilevan-
ti' "); e il pili recente (1973) teorema di Gibbard e Satterthwaite ("se le alter-
nativ;\sono almeno tre, non esiste una funzione di séelta sociale non dittato-
riale e realizzabile mediante uno schema di gioco stabile per equilibri do-
minanti"), E' stato sostenuto -cfr. Jacobs (1979)- che alcuni dei risultati
positivi a éui si & alluso sopra costituiscono la via d'uscita dal paradosso
legato al teorema Qi A_rrow. Peleg (1978), da parte sua, suggerisce di intef-
pretare i proprl risultatl come un aggiramento defl'impossibilitd di Gibbard-
-Satterthwaite.

Questo ottimismo sembra pienamente giustificato. Tuttavia, una va-

lutazione precisa della portata di tali teoremi di possibilita richiede un esa-
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me sistematico dei criteri lasciati cadere, e di quelli conservati e magari
rafforzati, rispetto allo schema orilginario. Si tratta di una analisi non del
tutto banale, poiché i contesti entro cui sono stati otténuti i vari risulta-
ti_ di 'possibilita' e di 'impossibilita' sono generalmente abbastanza diversi,
da un punto di vista formale.

Guesto lavoro si propone due obiettivis

i) formulare in modo chiaro la struttura logica comune di questa impor-
tante iam'iglia di teoremi di possibilitd. A questo scopo, si & preferito co-
minciare dalle proprieta di simmetria (e stabilitd) di uno schema di gioco,
piuttosto che delle funzioni di scelta sociale che esso everntualmente rea-
lizza. Successivamente si analizzano condizioni generali sotto le quali ta-
li proprieta di simmetria si 'trasmettono' alle corrispondenti funzioni di scel-
ta sociale attraverso le selezioni di equilibrio. I vantaggi di questo approc-
cio (cfr. Packel, Saari (1982) per un'impostazione' simile) consistono in una
leggera generalizzazione nella formulazione del problema che sembra faci-
litare l'interpretazione complessiva dei teoremi di 'possibilita' ottenuti.

ii) rispondere brevemente al quesito di cui sopra, su quali sono i cri-
teri originari incorporatl in questi teoremi di 'possibilita', e quali quelli lasciati
cadere. La rlsposta pud essere riassunta come segue, In termini intuitlvi:
il requisito di efficienza viene conservato, i requisiti di simmetria vengono

essenzialmente rafforzati. Il criterio fondamentale che viene essenzialmente
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indebolito € quello della 'perfetta decentralizzabilitd', in un senso che verra

opportunamente precisato.

2. Definizioni e prellminari

N = { I eeny n} & un insieme finito, detto l'insieme degli agenti. L'in-
sieme delle parti di N, P(N), si dice insieme delle coalizioni. X & un insieme,
detto insieme di tutte le alternative possibili. Con ‘%Y indichiamo l'insieme
dei preordini completi _relazioni binarie transitive e complete- su YE X
(se il contesto esclude ambiguitd scriveremo anche 2 ) 9‘Y indlca l'insieme

gegli ordinl lineerl ~preordini completi antlsimmetricl- su ¥ &€ X. Nel sogulto

assumeremo che per ogn! agente i e per ognl YE X, 9; = ..Q’Y rappresenti

I'insieme delle preferenze ammissibili su Y (indichiamo con P un generico
elemento di Q’Y). Un profilo (lineare) e una funzione P" ¢ N — ?Y , COR

:%N @Y indichiamo Vinsieme del profill,

proiezicni Pi' W= I_, ey N Con v Y

rispe?tivamente dei profili iineari, su Y € X. Sia AC X, A finito. Una funzicne
di scelta  sociale (finita) -d'ora in poi anche fss- su A & una funzicne f @
@—A, con DEC .@;’ . Se D= gf’: fa fss £ si dice debolmente ristretta. Nel
seguito ci limitiamo appunto a fss debolmente ristrette, sebbene molti risultati
st emehdéno al caso di profill non lineari.

Uno schema di gioco -d‘ora in poi anche sg- tra n agenti & una n+2-pla

G = (SI' o Sh; @38 con;S.! insieme delle strategie pure di i (i =1, «, n),
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S =

=

S; & una funzi :
; X a funzione @: S—AX)\{Q}; g, detta funzione-risultato

di G, & una funzione g : S—X t.c. per ogni

Ac g[S].

S€S, posto A = @(s), &

Se Y .
@ € una funzione costante con valore costante A, G si dice uno
sg su A, e si scrive G = (S ; g
( p o Sn’ A; g). Se S & finito e i valorl di @ so-
no tutti insiemi finiti L .
! insiemi finiti, G si dice finito. Si noti che una fss su A pud essere
vista come | i i i
€ un esempio particolare di funzione-risultato a cui corrisponde
lo sg F = ;A i i .
I (23 A ; 1). Diremo diretto uno sg la cui funzione-risultato & .una
fss.'Gli elementi s :
= (5 sse ' i i
| (l’ ; sn) dell'insieme S si dicono multistrategie (pu-
re) con proiezioni s, i = I iezi
pl= Ly multiproiezioni s € § = I
‘ | c € 5 = iec 5 love CaN
€ una qualsiasi coalizione), e rispettive co-proiezioni s, = (s s
14 FRA T TR

1+1*°

w 5 )ES
! n)E - Snc € ij\c‘

Uno schema di gioco G su A associa ad ogni profilo R"e @N un gio
A T

co ordinale in forma normale (G ) = ' 5
i G, R) 5, (Sl’ o 'Sn; A; g5 R'j (si noti che,

per‘comodlta, abbiamo definito sg oggetti che pid propriamente dovremmo
denominare sg in forma normale),

Defini - . .

efiniamo qui di seguito alcuni concetti di equilibrio formulati nel-
Vambi ) T .
l'ambito della teoria dei giochi e applicati diffusamente nella teoria delle
scelte. collettive. Sia G = (S -

llet { P Sn, A3 g)y, uno sg su A, e (G, Rn) il cor-
N
A

rispondente gioco ordinale per R"e @

Una multistrategi. = S i
gia s (sI, ey sn) € S e un equilibrio dominante (ED)
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- . . W e R
per (G, R"™) sse per ogni i € N, per ogni s€S, (g(si, sh ) gls") i
) | :
Una multistrategia s & un equilibrio dominante forte (EDF) per (G, R') sse
i is s esiste
per ogni coalizione C € N, per ogni s":g SC’ e per ogni s ~ e S’
ie C t.c (g(sc, sl'“ C)’ g sNe Ri' n
Una multistrategia s & un equilibrio di Nash (EN) per (G, R') sse per
i . Una multistrategia s & un
ogni i € N, e per ogni S;ESi’ (gls), g(s;, s_i))ER.l na
n . L
equilibrio di Nash forte (ENF) per (G, R') sse per ogni coalizione CEN le
per ogni sbe SC, esiste ieC t.cC.
{ gls), g(sz:, SN) )e Ri'
Una C-minaccia a s€S In (G, R™) & una coppia (C, s"), con
' ‘ ! ell. p
CcN, s'€S, t.C, s'c $ scr sl|\|\C = 5nC © ( g(s"), g(sN vec B
i i i R). Se (C, s e
(ove R" = (Rl’ i Rn), P.l = componente asimmetrica di Rl) e (C,
una (?-minaccia a;s in (G, Rn), una D-controminaccia a (C, s') & una coppia
i i i SRS | € P..
(D, s"), con DENC, s"e.S, t.c. esiste j€C per cul ( gls), g(sD, SN\D) ) i
Una multistrategia s € S si dice un equilibric di Nash generalizzato
. n Cor
(ENG) per’ (G, R") sse ogni {i} -minaccia a s in (G, R) (con i = 1, ey n)
ammette una {j } -controminaccia (con jeNN{i}).
Una multistrategia s & un equilibrio di Nash generalizzato forte (ENGF)
. 4! - -
per (G R™ sse ogni C-minaccia a s in (G, R') (con CEN) ammette una D-con
’
trominaccia (pér qualche DeN) (cir. Pattanaik (1978) cap. 6).

. n . )
Per ogni B, {b} g A diciamo che B domina b in (G, R)) mediante oz
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gN -e scri.viamo (B,b) € Dom((G, Rn),C) sse esiste S € Sc t.c., per ogni sk

€S, g(sc, SE\I\C) =a¢b e (a’b)eiQC Pi' Diciamo che B domina b in (G, Rn)
- e scriviamo (B, b)€ Dom(G, R") sse esiste CSN t.c. (B, b) € Dom( (G, R™,
C). Si dice cuore (core) del gioco (G, R") I'insieme
Co (G, RMSA delle alternative a A t.c. non esiste BCA
(B, a)e Dom( (G, R"), C ).
Si dimostra facilmente che
= n 1. n . oh
g| ENF (G, R™ |& g[ ENGF (G, R )]_-c_c:o G, R"
(e l'inclusione & di solito propria).

Assumiamo ora che G sia un sg finito (questa assunzione sard mantenuta
implicitamente nel seguito, salvo avvertenza contraria). Una multistrategia
SES & un equilibrio sofisticato -o perfetto- (ES) per (G, R") sse se st oLl
primb:insieme stazionario della successione {St} tew’ cioé t* & il minimo

t+l t t . o g . o
ttec S =3 - ove,{S }tew e definita per induzione come segue:

n n

M o __ o _

D=l sp= 0 s,

T 3 | t . . t

ii) S " =<{s*e S [ per ogni i € N, non esiste SE Si 1.C3

X
. t
q *
a) per ogni s;€S5 (g(si, s;i,), gls o s_i) e R, e
. .
2 *
b) per qualche s,€ 5. { g(si. s_i). glsh s_l) )EPi.

con g(si, s_i) # g(s‘i*, s_i)}'.

Per ogni ordine lineare P definito sull'insieme finito A € X, di cardinaliti

4 Al = m, e per ogni ke {1, ..., m} definiamo ak(P) ={a € A t.c. per qual-
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che permutazione ¢ su A, (a,aam)e Pyi=1 ooy k - l} (segue ovviamente

dalla definizione che 3, (P) & un unico elemento ben definito per ogni k < m).

Poniamo quindi

g(ak(P), si) = {S-ie S—i / g(si, s_i)}= 3, P .
Una multistrategia s € S & un equilibrio prudente (EP) -rispettiva-

mente un-equilibrio protettivo (EPT)- sse per ogni i € N non esistono si'e

eSi' e k<m t.c. per ogni t<k

ke, @), )| <k ia ), sl
F o, ®), ' |<+ &, (B 5) | Gispettivamente tic. per ogal 1<
) é(at (Pi), S:) = é(at (P»,'l)' si)’

- N T
g(ak (Pi), si)c:g(ak (Pi)’ si»'
Dei concetti di equilibrio appena definiti, ED, EN, ENG, EP, EPT fannc

riferimento ad un contesto non cooperativo. D'altra parte, EP ed EPT rappre-

sentano regole dit comportamento razionale appropriate solo per una situazione

di informazione Incompleta, o -meglio ancora- di completa ignoranza. Al

contrario ES ha senso solo in un contesto di informazione complets, e cor-

risponde essenzialmente al concetto di equilibrio di Nash perfetto per sot-

togiochi. E' stato R. Farquharson ad applicarlo per primo a problemi di scelta
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collettiva. La caratteristica piu interessante di ED (rispettivamente EDF)
consiste nel fatto che tale concetto rappresenta una regola di comportamento
intuitivamente plausibile in wun contesto non-cooperativo (rispettivamente
cooperativo) per ogni struttura-simmetrica-di informazione. Piu ambigua
Invece & la situazione per EN, ENG, ENF, .ENGF. Non c'¢ dubbio perd che
I'applicazione di EN ed ENF a situazioni di Informazione incompleta richie-
derebbe -per essere davvero convincente- la specificazione di una dinamica
di aggiustamento. E' facile ‘controllare che, per ogni g.ioco (G, Rn). e con
notazione ovvia,

ED (G, RMEN (G, R,

EDF (G, R")SED (G, RM),

ENF (G, R")<EN (G, R"),

'EDF (G, R ENF (G, RY.

Nel caso di profili lineari e sg finiti,
ED (G, R") < ES (G, R")EEN (G, R"), ED (G, R")EP (G, R)<EPT (G, R")
ed inoltre EP (G, R™ # @ ES (G, RY) £ @.

Se E'é un concetto di equilibrio ,

EE{ED, EDF, EN, ENG, ENF, ENGF, ES, EP, EPT} >
e G e un opportuno sg (S; @; g), si dice che G & E-stabile sse  per ogni
SES, per ogni .@N

P (s) (s)

i n . . n_ ,N X
ivamente (G, P') # @ per ogni profilo P E?/‘Q o nel caso lineare (cfr.

e per ogni profilo R"g Qfg , G, RN {0 -rispet-
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Peleg (1978, 1983), Hurwicz e Schmeidler (1978), Barbera (1980), Dutta (1984),

Kim e Roush (1980), Moulin (1980a, 1983) )
Se C‘i & uno sg [L- stabile si dice che & inoltre E- risolubile sse per
n .
ogni profilo R" e perognis,s'e (G R)E (s) = g (s" (cfr. ad es. Maskin
(1979), Moutin (1979, 198la), Kim e Roush (1982), Gretlein (1983) ). Una fun-
zione et ‘%N—> S si dice una E-selezione (di equilibri) per uno sg G = (S;
G’
n n )
@; g) D-stabile sse, per ogni profilo R", e (RYe E(G, R). Ovviamente,
r é i & - G, la compo-
se uno sg G = (S5 Ay g) & E-stabile ed eq ¢ una fi-selezlone per G, p
i : f~reali + Dici che
sizione g O es é una fss, e diclamo che G E-realizza g O & Diciamo
k ¢ i ma dl gloco su
una fss f 3 9?‘: —+ A & [JE-realizzablle sse esistono uno sche g
i o f = b F éle
A, G = (S5 Aj g), ed una E-selezione €. per G t.;. f=50 eG Se F e
sg associato alla fss £, e F E-realizza 1, si dice che {f ¢ E-direttamente
realizzabile.
n
i gl i Aj i di -simmetrico
Uno schema di gioco G = (igl S A g) si dice pre
sse S. = S, per i,j=l,.e,n. Nel seguito ci limiteremo -per comadita- a schemi
S | j _ .
di gioco pre-simmetrici.
Uno schema di gioco G = (55 A; g) si dice anonimo (AN) sse
per ogni 6 € Z(N) (insieme delle permutazioni su N), e per ognl s € S,

= A i dice neutrale
g (s) = g (5g) ove sg= (550 = S g Une 8 C RIS

(NT) sse per o"gnl 77 eI1(A) (insieme delle permutazioni su A) esistono permu-

) = ) ). AN
tazioni @ su S b=l e ™ te. g )= (g Lo b = g “y
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e NT sono tipici requisiti di simmetria per uno sg s essi richiedono un trat-
tamento perfettamente simmetrico degli agenti e delle alternative, rispet-
tivamente. Ad ogni sg G su A si pud associare in modo naturale, una relazione
binaria REG detta relazione di efficacia di G, definita tra P(N) e 2(A)

(ciog RE.C 2(N) x 2(A) ) come segue.

A
Per eogni Cc N e BgcA, (C, B) REG sse esiste s‘ée SC t.c.,

per ogni s € S €B.-

NwC € Sy 8 B8 S

La RE.G di G consente di definire due funzioni: la funzione di efficacia

di G, EG t P(N) = 2(2 (A)) cosi definita)

' EG Q) = {'BsA/ (C, B) e REG} (per ogni Cc N)

e la funzione 'duale', detta funzione di veto di G,'VG 3 2(N) — (P (A) ),
cosi definita:

“vG © ={BEA / (C, ANB) € REG} (per ogni C< N).

(cfr. Moulin, Peleg (1982), Moulin (1981b, 1982, 1983), Peleg (1983), Dutta
(1983, 1984) ).

Naturalmente i requisiti di simmetria appena formulati per uno sg
ammettono un analogo per le sue fun;ioni di efficacia e di veto, che ne
rappresentano la forma caratteristica. Cosi, diciamo che la funzione di effi-
cacla-E. di uno sg G & anonima -o anche che G & veto—anonimo (VAN)-

sse per ogni C, C'SN, se 4 C| =} C'| allora Eq (C)=E_. (C")

G (
Uno sg G su A si dice veto-neutrale (VNT) sse per ogni B, B'CA e
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per ogni OGN sebB| = B'| e Be EG(C), allora B'eEG(C). Se G & VNT possiamo
definire la funzione V! con

Ve (© = maxB_C_A{*B | 1 (c; aB)eRE_}.

Diciamo invece che uno sg VNT G & quasi -veto-anonimo (QVAN)
(rispettivamente individualmente quasi veto-anonimo (QVARN) (D) ) sse - sotto
le stesse ipotesi - per ogni coppia di coaliZioni (di individui),

| v (O —vg (©) <1
(rispettivamente | Ve ({i} )—VG (i 1€

Naturalmente, & immediato verificare che EG ¢ anonima (rispetti-
vamente neutrale) sse VG lo & questo giustifica la terminologia scelta. In

.. pratica la EG di uno sg G & una descrizione abbastanza- accurata della di-
stribuzione del potere tra gli agenti indotta da G, anche se, ovviamente,
n-\eno‘ accurata di quella fornita da G stesso, presentato, per definizione,
in forma normale. E' facile controllare che vale la seguente

Proposizione:

i) s¢ G & AN allora & VAN

ii) se G & NT, allora & VNT. de implicazioni inverse non valgono.
In aitrl termini, VAN e VNT sono del criteri di simmetria per uno sg pil
deboli dei corrispondenti AN e NT.

Un altr'o criterio fondamentale per la valutazione di uno sg ¢ l'effi-

cienza paretiana dei suoi equilibri. Se G e uno sg [F-stabile, ed e, una
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-selezione per G, diremo che G & ec-efﬁciente su A (e scriviamo E ({eG}) )

sse per ogni profilo R" non esiste YEA t.c.
"y, gOe, ®" )ei'f] R,
e -per qtfalche je {I, oo n} -@goO °q (Rn)' y)€E Pj. G é E-efficiente (e scri-
viamo E(E))se ¢ E ({e(_.l }) per ogni E-seleziane e ..
I criteri AN, VAN, VNT, QVAN si possono definire in modo esatta-
mente ana}ogo per una fss. Una fss { si dicg‘ neutraie (NT) sse per ogni PI:O-
filo R" e per ogni permutazione jv su A - posto an = (_n:Rl, oosy an), con
nRi tic. (w(a), wb) ) e nRi, sse-(a,b) e Ri' izl wyn- o R" =t (an).
'Una fss f si dice autonoma (AUT) su A sse per ogni a€ A esiste R" tec.
f(RY = a Ovviame.nte, se f € NT & anche AUT (non vale il viceversa).
Una fss f si dice efficiente (E) sse per ogni profilo R" e per ogni
a# ftﬁ(Rn) esiste i € {l, o n} s (f (Rn), a) € Pi' Infine una fss si dice mo-

notona (M) sse per ogni coppia di profili R", K, vale f (R") = a nel caso

n _gh
|aga)” Nl Ae)

e per ogni ie N, se (a, b) € Ri' allora anche (a, b) € ﬁl’ e se (b, a) e Ri’ al-

che i) f (R) = a, i) R e inoltre iii) per ogni be A~{a}
lora (b, a) € ﬁ.l AN, NT e lo stesso E sono stati variamente criticati come
criteri di valutazione per processi decisionali collettivi. Tuttavia la loro
rilevanza normativa sembra difficilmente controvertibile, per una appropria-
ta interpretazione e delimitazione dei processi di decisione collettiva a cui

si intenda applicarli. lnoltre AN, NT, ed E sono stati di recente difesi in
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modo convincente anche da un punto di vista 'positivo’, come condizioni
per la costruzione di modelli formali capaci di produrre previsioni attendi-

bili sull'esito di un processo di decisione collettiva (cfr. Armbruster e Boge

(1983) ).

3. Aleuni scheml di gloco notevoli

Descriviamo qui di seguito alcune famiglie di sg che costituiranno
il materiale di base per i successivi teoremi di possibilita.

Esempio 1) Votazione mediante eliminazione per veti successivi (cfr.
Peleg (1978), Mueller (1978), Moulin (1979, 1980, 1981z, 1981b, 1982, 1983)
Moulin e Peleg (1982), Oren (1981), Gretlein (1983), Kim e Roush (1982),
Barbera e Dutta (1982), Dutta (1983), Armbruster ¢ Bbge (1983))..

Si tratta di una famiglia di sg -che indicheremo con V- che consisto-
no nel distribuire in modo appropriato poteri di veto agli agenti e nel repli-
care opportunamente le alternative in modo che l'esercizic di tali poteri
di veto in successione determini la selezione di una alternativa, l'unica non
eliminata. :

Sia4 A | = mdN| = n. Sia @ l'insieme dei numeri naturali. Costruia-
mo ora dt;e funzioni B= f{m, n) , y='y(m, nN, Bt A—w N—o t.c.
rispettivament't‘::

i) a-eEA B(a) = q*m ove g* = min { km>n } 5 (pertanto, se m>n,
ke®

Alcunl schemi di agloco notevaoll
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q* = I; se invece mgn allora esistono un q 21, ed r E{ 0 I, . n-l} t.c

n = gm+r, e dunque q* = q+l)

ii) a) iEEN y@) = a%A B@ -1=q*m -, b)max y@)-min y@<L
. . ieN ieN
B determina il 'peso' -ovvero il numero di repliche- di ogni alternativa;

ydetermina il potere di veto di ogni agente. Si noti che le condizioni ii) a)
e ii) b) possono sempre essere soddisfatte e determinano essenzialmente Py

data f . Posto k = rln:)lc\l y (i), fissiamo in qualche modo -eventualmente me-
diante una lotteria a pari 'chances'- una sequenza ( 61, oeey ok) di k permu-
tazioni su N, non necessariamente distinte. Per ogni i€N, poniamo Si = 9’:.
Sia &) 1a restrizione di o) al sottoinsieme [ieN /yW)3) }, J 2 Iy ey Ky

. T e invece la permutazione su { ) S 2

= 7(i) } determinata dalla composizio-

ne ordinata delle 6, ciod 7= @ k D 6k-l w O 51 « Per ogni multi-
n
T . .
strategia £l PA sy T induce in modo naturale una permutazione sugli n-k

n

ordini lineari su A componenti, che indichiamo con *{ .[I Pls (e P
i i=l i 7 (t)

ne rappresenta la t-esima proiezione).
Poniamo ora tg =0 Al ={a Wwe A/ esiste tew , r(t)<§ y (i)
Akl TOI<TQ) € per ogni b € A ~ {a} : (b, a)e p‘n‘(k) H > Bta); e, per ogni
beA~{a} , (11"{ k / wk) < ©(t) e per ogni ce A~{b}: (c, b)eP (k)}|< ﬂ(b}
- 3
- Definiamo i) C a(tl) con t. = min I't / a(t)E‘Al' 2

Colltlnua“do Pe’ “'dUZIQHei dthua”lo (l sl 2’ esey M 15

A; :{a(t)el\ esiste tew 17k, )< v(t)<?3 rd0K




16 Alcunl schemi dl gloco notevoll

ik / esiste he {0, 1y wy i-1} tcmlt )< 700 € per ogni bE AN
Nagqy r o 2}t ® DE Py {8

i) per ogni beAx{a i e vazc },)({k / esiste he {1, w, i-1}
te. Tl < w0 e per ogni beAs{a ) wma i}, b, ae P’r(k)}k
_<,F}(a)} ea i * a(ti) con t, = min{t / a(t)EAi} s |

Infice, poniamo a = A~ {a gy« age () e quindi definia-

n
mo -fv (iI}IPIiS =a = A\‘{

mw(m) iy an(m-l)} )

Uno sg della famiglia V & dunque della forma
o n

V(B (m, n); p(m, n)k Gl, o ok) = (}39‘;; A fv)

con fv definita come sopra. La procedura consiste nel determinare mediante
. le permutazioni ai, i =1, «s k l'ordine in cui gli agenti sono chiamati
-turno per turno- ad esercitare il loro diritto di veto sulle alternative non
ancora eliminate. Un'alternativa e eliminata non appena riceve un numero
di vetl parl al suo 'peso', determinato da f§ . Si noti che in base alla formula-
zione appena presentata, ogni agente ha la possibilita di cambiare la sua
'strategia di veto' da un turno all'aitro.

Una versione semplificata di V (cfr. Dutta (1983) ) consiste nell'impor-
re che § e y siano funzioni strettamente positive e che l'ordine di votazione
e le strategie di veto degli agenti siano fissate una volta per tutte -senza
possibilita di variazione da turno a turno. Si ottiene cosi lo sg diretto V

n
VOE (myns y om0 )= Psae)

Alcun! scheml di gloce notevoll
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che equivale evidentemente ad un caso particolare di V. Naturalmente se-
gue dalla definizione che ogni elemento della famigtia V & uno sg individual-
mente quasi veto-anonimo (QVAN(I) ). Inoltre, se f & una funzione costan-
te, tale sg risulta anche veto- neutrale (VNT), e addirittura neutrale (NT).

Un'altra variante semplificata di V --anch'essa soddisfacente QVAN(I)
e NT, ed essenzialmente equivalente alla precedente- puo essere formulata
come segue (cfr. Armbruster e Boge (1983)). Sia ¢ una qualsiasi permutazione
su N, e -per ogni k € w - sia R quell'unico he {l, venp n} t.c. esiste se@
con k = sn+h {cioé h & congruo a k modulo n; h=k (n) ). '

0 induce una permutazione § su @ cosi definita ; §(k) =o(k), per ogni
k€ . Poniamo quindi -per ogni profilo p"-

a&(l) ®" ={aeA / per ogni beA ~{a}, (b, a)eP

sW=P o}

' n .
aa(i) P) ={aeA / per ogni beA\{a (Pn), w8060 (Pn)}, s (b, a)e

o(l)
Pz o= %m}

. n n .
(onlamente ao“) (P), w,2 6(i-1) (P') sono univocamente definiti),

n o n
B B =A{a (@) a L M},

o(l)

Definiamo quindi fv : 2"~ A cosit per ogni prefilo Pn,

o(m o

n n : )
f, (P)=a A=) (P"). Otteniamo lo sg diretto V ( f(m, n); (m, n); 0 )=
= & A; fv) conf a valore costante 1.

I seguenti casi particolari sono di notevole interesse nell'analisi delle

proprieta di V.
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Caso 1) n, m sono relativamente primi. In tal caso possiamo applicare

il seguente teorema elementare della teoria dei numeri,

Proposizione (identita di Bezout): siano n, m -relativamente primis

allora esistono r, k €® t.c; r.n=k.m-1L

Pertanto, possiamo in questo caso definire P e y come segue Bla) =
=k, yli)=r, per ogni acA e ie N. Gli elementi della corrispondente sotto-
famiglia di V -al variare delle permutazloni su N utilizzate- sono sg che
soddisfano VAN e NT (cfr. Moutin (1981b, 1932, 1983), Moulin e Peleg (1982) ).

Caso 2) m& ntl. B pud essere definita in modo t.c. aEA B(a) = n+!
(gl sg di V corrispondenti risultano VAN); in particolare, Peleg (cfr. Peleg,
(1978) ) ha formulato, per questo caso, una variante di V -che Indicheremo
con V'- che & addirittura e_monima (AN). V' pud essere descritto come SEgue.

)
sia Si = P per ogni Pe

Sia st una permutazione su A, €, per ogni ieN, n

eﬁ‘l: definiamo l'insieme
AE™ ={a €A | esiste una permutazione G€ 3 (N) e un corrispendente
sg;V (B mn)y Vm, n; 6)e V -con B costante di valore I- tec.
n .
fv P)=a } .

Infine, definiamo -per ogni profilo p" -la funzione-risultato

. n .
ty (B = 3y oy
con '

g5 (b*) = min 1 (o) / a“(b)é AYE")
- beA
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Otteniamo cosi lo sg diretto Vi{m:g)= (Q’N; A; fv,) che risulta per costru-
zione AN -ed anche quasi veto-neutrale (QVNT), se scegliamo B in modo
che max f(a) - min  B(a)< 1. Si noti inoltre che il caso in cui m = n+l

aeA a€A
rientra come sottocaso particolare sia nel caso 1) che nel caso 2).

Esempio 2) Votazione per proposta e approvazione unanime (cfr. Armbru-
ster, Bége (1983) ).

Si tratta di una famiglia di sg -che indicheremo con PAU- caratte-
rizzati dalla predeferminazione'del numero di it_erazioni T emro cui deve
essere raggiunto un accordo e di una alternativa detta 'risultato di conflit-
to'- che si intende selezionata se dopo T iterazioni non si ¢ pervenuti al-
l'accordo. Una iterazione della procedura consiste semplicemente nella se-
lezione -eventualmente casuale- di una permutazione @ su N; (1) propo-
ne un'alternativa, 0(2), .., 0o(n) nell'ordine accettano o rifiutano la pro-
posta, se nessun agente che li precede ha gia posto il suo veto. Non appe-
na un agente pone il proprio veto, si passa all'itera'zione successivay se -&
solo se- una proposta non riceve vetl, viene accettata.

In una versione semplificata, gli sg della famiglia PAU possono es-
cere cosi descritti (con T numero programmato di iterazioni, x¥ € X risul-
tato di conflitto, YC X insieme delle alternative disponibili)s posto 2Y =

insieme delle funzioni f : Y — {0,1 } (£ (y) = 1 sta per “accettazione di y"
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£ (y) = 0 sta invece per "rifiuto di y"), definiamo- -per ogni ieN -
T
s, =", hew, 2T 11 ) =1 8 b T|.

Siar:.o Opp o= clr permutazioni su N. Definiamo quindi I'insieme

Y ,
Y* ={ye Y [ esistono t g {I, oo0p T}, fe2 t.c. sa ) = (y, D) e

t
per ogni LN, posto idt(l) = (5"‘(“) 21 € iot(l) = l} '

n
Infine, per ogni s € n—I_II Si, dafiniamo

contt=min { t/y, meY*]-, se Y*{ O
,t‘

Y
g1 IstsT

g(s) =

x* ,se Y¢*=0

n
. Otteniamo quindi lo sg PAU (x*; Op o oT) = (il;Il Si; Y; g) E' im-

mediata la verifica che gli sg della famiglia PAU sono neutrali rispetto ad

Y ~{x*}, e VAN (e precisamente, per ognl coalizione C,

4Y| se  x*¢Y

v : (C) =
Y £yl -1 se xeY ) cumg

- Esempio 3) Votazione binaria per eliminazione maggioritaria (cir.

ad es. Mc Kelvey e Niemi (1978), Moulin (1979, 1980a), Gretlein (1983). ‘

Secondo questa classe di schemi relativamente familiare - che indicheremo
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' n
-bl P) =

con EM -le alternative sono dapprima ordinate. Quindi le prime due sono
confrontate mediante una votazione a maggioranza semplice. L'alternati-
va in minoranza & eliminata, e l'alternativa maggioritaria & confrontata
con la successiva con lo stesso metodo, e cosi via. Nel caso che gli agenti
siano in numero pari, se e quando due alternative otte;1gono lo stesso numero
di voti, viene eliminata quella col numero d'ordine inferiore. In termini pib
precisl, dati N e A finitl, ¢ fissata una permutazione v su A, poniamo -per

ogni ieN - Si = .@A e definiamo quindi per induzione la sequenza (bI (Pn), .

o bm-l (P™), per ogni profilo P"

ap et 1N/ Gy gl HEN/ gy o) <P i}
a“(z) altrimenti :

eperj=2, ey m -1

n : n ]
by (B sse )f{;eN/(bj_l(P h 2 1) € P Hiev/a 1 By ePil |

a:m(j+!) altrimenti
Infine, per ogni P", definiamo f_,, (P) = b (P"). Otteniamo cosi
! ’ EM m-l1
lo sg‘diretto EM (®) = (Q”N; A fEM)' Risulta ovvio dalla definlzione che

ogni sg della famiglia EM soddisfa AN e VNT, ma non NT .
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4. Teoremi di possibilité

In questa sezione studieremo alcune relazioni generali tra le proprie-
tA di simmetria, stabilita ed efficienza di uno sg, ed alcune loro conseguenze
per le particolari famiglie di sg appena descritte. Cominciamo col riassumere
Je principali proprietd di simmetria di tali schemi, gid di volta in volta sot-
tolineate (la notazione e le lpotesi di base sono naturalmente quelle delle
sezioni Iniziali).

Proposizione 1:

i) per ogni m, n, ogni V (B (m, n); y(m, n)k 0!, asiy Uk) con Bcostante
soddisfa QVAN(I) e NT.

ii) se rﬁ, n sono relativamente priml, allora esistono ﬂi,yi t.c. ogni
schema V (8?13 6 wer %) & V soddista VAN e NT. '

I'iii) se m< n+l, allora esiste B t.c. lo sg V' (5 B ) soddisfa AN e QVNT.

Proposizione 2: Per ogni YEX, ‘ogni sg PAU (x*; *al., o UT) suyY é
VAN e neutrale rispetto a Y ~{x*}.

‘w@mmmmongWMémewm

.y

Si noti che e eccettuiamo il caso banale di 4 A | =2- unosg che
soddisfi QVAN(D) non & dittatoriale, e dunque tutti gli sg di cui sopra so-
no non dittatoriali. Ne consegue, per il teorema di Gibbard-Satterthwaite,

che nel caso di £ A |> 3 nessuno di essi & ED-stabile.

Ricordiamo per comodita che uno sg G & E-stabile (per E € } ED, EDF,
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EN, ENF, ENG, ENGF, ES, EP, EPT , cfr. sez. 2) sse, per ogni profilo ammis-
sibile P", (G, P") # @.

Lemma 1: Sia G uno sg su un opportuno insieme finito AGX; supponia-
mo inoltre che G sia KE-stabile e soddisfi AN. Allora esiste una K -selezione
: 2N S, t.c. gO0e

{di equilibri) per G, e .. & una fss AN (detto in aitri

G G

termini, g F-realizza la fss AN g © eG).
Dimostrazione. La dim. & eseguita solo per il caso E=EN. Negli altri
casi & perfettamente analoga.
a) cominciamo col dimostrare che, per ogni multistrategia s e permu-
tazione o€ 3(N), se seEN(G; P" = :
)y se sEN(Gs P allora s = (s (s« 5 o JEEN (G, 2.
Infatti -poiché G & AN- g (s) = g (s4) e - per ogni ieN e s € S, -
. : A
) = 1
\ g (s oy S a(i)) =gls P s_i) o
D'alira parte, per definizione di EN(G, Pn) perogniieN, es' €S
i
[}
(g (s), g (s o s_i)) € Pi
e dunque anche
S i . 18
(glsghgtls o)’ 5-0(1)) e P o)
Pertantos € EN (G, P(r;).
b) Si tratta ora di definire una selezione e appropriata. A questc
scopo- osserviamo che l'insieme delle permutazioni su N ha una struttura
canonica di gruppo e induce tale struttura sull'insieme delle permutazion!

di ogni profilo. Definiamo quindi sull'insieme Q’N dei profili la seguente
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® i 5, n
relazione binaria ~ P"~ (P sse esiste una permutazione  t.c. (P') =
= P". Per le proprieta di gruppo, segue immediatamente che ~ & una equiva-
lenza su ?N. Per 6gni classe di ~-equivalenza scegliamo ,un‘pro'ﬁlo ‘rap-

n o e N ] n
presentantet P, e definiamo quindi e (F) = s cons € EN (G, P) (sap-
piamo infatti che EN (G, P") # @ per I'ipotesi di EN-stabilitd di G). Inol-
tre, per ogni profilo Pn~'l3'n, scegliamo una permutazione g t.c. Pg = 3", e
definiamo e (Pn) =5, la definizione ha senso per quanto dimostrato sub a).

Pertanto, per ogni profilo P" e per ogni o e 3(N), p"~ Pg ~P e

- no_- . . n n
‘qumdl se e (P') = s, risulta per definizione e, P = S, + € (P) = Sy
con 6,0, € S(N). Ne consegue -poiché G & AN- che

1
gleg BN =glsg, )=

n
g8 5g,) = & (e (Fg) ).
In altri termini, abbiamo dimostrato l'esistenza di una EN-selezione e t.C.
-per ogni permytazione ¢ su N- il seguente diagramma risulta commutativo

LA : N . "
(ove g* indica la permutazione su @ canonicamente indotta da o ) :

Q.E.D..

Teoreml di possibilith 25

Definizione: Uno sg diretto su AF = (Q’N; A £) si dice esattamente JI-
- stabile sse F é E-stabilg e, per ogni P"e Q’N, esiste 13"6 E(F, Pn) t.C.
=N n : i d
f(P)=1(P) La nozione di sg esattamente K-stabile ¢ una immediata
generalizzazione del concetto di fss esattamente consistenie, dovuto a B.
Peleg (Cfr, Peleg (1978), Dutta e Pattanaik (1978), Dutta (1980), Oren (1981)).
Definizione: ' Uno sg diretto F si dice . non E-manipolabile (o anche,
un meccanismo di  E-rivelazione) sse F ¢ E-stabile e, per ogni profilo Pn,
Pe E(F, P".
Lemma 2: Sia F = (Q’N; A; 1) uno sg diretto su A, esattame'nteE-
-stabile e NT. Allora F E-realizza una fss NT.
Dimostrazione. Se poniamo -per ogni profilo p"- ex (Pn) = lsn, ove
gy e . =n n -n n, .
P~ e un qualsiasi profilo t.c. P € E(F, P )e f(P) = £ (P), risulta ovviamente
che F [E-realizza la fss { O &, Si tratta pertanto di dimostrare che
f0O eF ¢ NT. Sia dunque & € II(A) una permutazione su A, e ni* la trasfor-
» N . . s n
mazione su 2 indoita da s (cice, p* P = (a'rPl, wy AP ), con  gP, t.c.
n i
(a, b)ePi sse (s (a), se(b) ) € a*;Pi, per ogni iEN e a, b € A). Poiché f & NT,
ai(P™) = £ (P") per ogni P",
_ . . n =n n n
Pertanto, (£ OeF PYr=m(@E(P))=1 m(P):fOeF(n*(P) )
In aftri termini, esiste una E-selezione e_ per F t.c., per ogni we

F

elA), it diagramma seguente & commutativo:
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Q.E.D..

Naturalmente il lemma 1 lascia aperta la possibilita che uno
sg E-stabile e AN realizzi fss non AN. Si consideri l'esempio seguente,
conn==4A={xy} perlosgF = (QN; A; fEM)' Slano Pn, (Pn)', ®"»
tre’ profill cosl detiniti + P = P, = P, = { Y}, P, = { & )}, (P!
& inv«l.-xce il profllo di preferenza unanime per ¥, @™ 1 profilo di preferenza
unanime per y. E' immediato verificare che {Pn, (Pn)"}gEN(G, P™ (la votazio-
ne unanime per l'alternativa peggiore & un equilibrio di Nash per la votazione
a maggiorahza!).

Supponiamo dunque di scegliere ‘ei: t.c. ep " = p", ep (P:-) = (Pn)'-'

per qualchg permutazione o€ Z(N), o¢# Id. Ovviamente la fss fEM o] ep

non & AN.
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Corollario:

i) Sia G

n
(1131 Si; A; g) uno sg E-risolubile € AN. Allora, per ogni

Fr-selezione ecr 8 o) €. e una fss AN.

ii) Sia F

N .
(25 A; 1) uno sg diretto esattamente F-stabile, E-riso-

f Oe_ e unafss NT.

lubile e NT. Allora, per ogni selezione € F

Dimostrazione. i) sia e

G :JN-—-) S una qualsiasi E-selezione. Per il

lemma 1, esiste una FE-selezione EG per G t.c. g O éG

oeX(N) e PQEP/’N, g0 éG ") = g O éG (P"). D'altronde per ipotesi

& AN, cioé per ogni

n _ - .n . ph N
»eG(P)-eG(P)peronge..?.
Pertanto,

. n - N - N :
gOeG(P)—,gOeG(E)-gOeG(P),:_gO%(PnL

i) Sia e .@N —+ S una qualsiasi F-selezione per F; per il lemma

2, esiste una [E-selezione e_ per F t.c. g Oe

e & NT. Pertanto, per ipo-

F

tesi di E-risolubilita

:n:OfOeF(Pn) notoéF(P")=

foéFom(P")=

=10 e O o (Pn), per ogni profilo P,

Le proposizioni formulate qui sopra contribuiscono a mettere in lu-
ce ‘in’ che misura l'esistenza di schemi di gioco dotati del tipici requisiti
di simmetria AN e NT e degli opportuni requisiti di stabilita pud paranti-

re la realizzabilita di funzioni di scelta sociale dotate di analoghe proprie-
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ta di simmetria. Naturalmente, per certl concetti di equilibrio, la combi-
nazione di requisiti di’ simmetria e stabilitd pud risultare eccessivamente
forte. E" il caso di ED-stabilitd ed AN. Il teorema di Gibbard-Satterthwai-
te, piu volte citato, implica in particolare che la richiesta di uno sg con
tali requisiti ci contina di per sé al caso4 A |<2. |

Per concetti di equilibrio meno forti, perd, la situazione & pill ricca
di p_ossibi_lité', come yeq'remo nel seguito, -

E' il caso di osservare, innanzitutto, che dalla défln’lzlone di ES, EP,
EPT, segue ifﬁmedlét'an‘\eqte. ché'ognl sg (finito) &  E-stabile (pef Eej| ES,
EP, EPT |). Pertanto, la nostra analisi delle proprietd dl stabll_l_ti degll sg
di tipo V, V', PAU, _EM potré. limitarsi a EN, ENF, ENG, ENGF ct_'l a probl;‘:ﬁ
mi’di esattezza e risolubilita. |

ﬁPropostzione 4: i) ogni sg V( Bm, n)_y(m, n)j t_rl, e ok)e Ve ésat-
tamente ENF-stabile. i) ogni sg V' (¥ ; B )eV' é esattamente ENF-stabile
(Peleg (1978)).

Dimostrazione. La proposizione 4 i) & stata dimostrata da Dutta (ctr.
Dutta (1983)) per il;::::a;o particolare di sg di tipo V (B(m, n) y(m, n);o)e
€V,

"Un semplice adattamento delia sua dimostrazione al caso generale,

che non riportiamo per brevitd, & sufficlente (basta trattare 1l veto espres-

so da uno stesso agente in due turni distinti come l'espressione del veto
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P").

dl due agenti distinti con le stesse preferenze).

Proposizione 5: Sia PAU (x*; Oys seor oT) uno sg della. famiglia PAU;
tale sg & ENF-stabile.

Dimostraiione. sia P" un profilo qualslasi, Distinguiamo ‘due casi.

Caso a) ¢ P" & t.c. esiste jEN (x*'f, y)E PJ, per ognl yEY. In tal
caso, ¢ facile verificare che ogni multistrategia la .cui j-esima grbie‘zione
consiste nella combinazione della proposta di x* e del veto su ttﬁte le altre
proposté -rebl}caté T.volte- & un ENF per il gioco (PAU (x*; ‘.’1:' oy 011),
Caso ﬁ) Per ogni i €N esiste y€ Y\‘{ x*} s (y_, x) e Pi’ Qonsldgrjarno
la muititfétegia 5 =_7 ((y:, i;), o2 (yI, i‘f); .;;. (y:‘, 'f:\), ..'.,.' (y:, f:)) bve; pér

oghi ieN e> per ogni t€ {l, iy T fl}e yeY
1 se, per ogni X€ YV {x#} , (y, X)E P,

f; y) =
0 altrimenti

e dunque per definizione yti = alternativa Pi-ottlma in YU {x*} 3} e, posto
) N oS :

= i ; €

ve = |yevuixy /6 ef] |

1 se (y, x*)E P.
5T ly) = :

! .10 altrimenti
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XEY* t.c. per ognl yEY* 3 (x, y)(:'Pi se Y* § {x*}

x* altrimenti

Supponiamo per assurdo che s non sia un ENF per (PAU  (x%; Op-

- -
. . c o« »

. oT), P'); dunque esistono CGEN e Sc € .SC tc. (g .(SC’ SN C),
gs))e iIFIC Pi’ con g (sC, N C) #g (s)

Distinguiamo i due casi o (D¢Ce o (DecC.

Poiché da g (s ) # g (5) e definizione di 5 segue che

cNe
g (sc, §N C) ?!'x*, se o,i_(l)éC, .

-necessariamente esiste t {T t.C. d‘ NeC e ' 8 (s ) = y}. Ma, per

c N~cC
definizione di s, yl deve essere I'alternativa P o‘ W -ottima (altrimenti- sa-
. T o

rebbe soggetta al veto di aT (l) alla t-esima iterazione per ogni t<T). Lo

stesso_vale per ognl altro 1 € N\C.

Pertanto (g (s » B (s) )e P e quindi, per definlzione

c ‘N & o (D)

dis, g (s )¢ Y*, ossla esiste ieN tec, (x*. g(s )) €P.

c $N c o N ©

SedeC otteniamo (x%, g (§) e Pl' con x* # g (s), che & assurdo, per

definizione "dl 5. SeZinvece i€ N~C, otteniamo -ancora per definizione di

oot

- g - =L oty A
5= fi {g (sc, SN\ C) )= 0, per ogni te {l, L by }, fl che e ancora un assur-

do, per la definizione di g Pertanto s & un ENF del gioco

(PAU (x% 0, ., a), P,

Q.E.D..

Definizione:) Uno sg G si dice Co-stabile sse per ogni profilo p"e 9’1
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ColG, P") # 0.

Proposizione 6: (Paradosso di Condorcet). Ogni sg EM(5 ) su A nen
& Co-stabile (ciog, per qualche profilo Ple N A’ ColEM(z), P") = ¢). Basta
considerare il seguente classico esempio -per m=n=3-

Bz o202 |

= | (y, 2), (z, x), (y, x),

B | @@

Ovviamente, ne risuita

(x, y)e Dom (EM(m), P, ‘l,'Bl_ %

(y, 2) € Dom (EM(%), B, ‘_;, 2‘ )

(z, x) € Dom (EM(m), P , |A2, 3| ).

‘Praposizwne 7:

i) Gli sg di tipo V, PAU, EM sono ES-risolubili. (Moulin (1979, 1980a,
1983), Gretlein- (1982, 1983), Kim, Roush (1982), Armbruster, Bbge (1983))

ii) Ogni sg V(B(m, nkym, no)e Vv ¢ EPT- risolubile, ed & un meccani-
smo di EPT-rivelazione (Barbera, Dutta 1982)).

lh) Sia F = (9 3 A; f) uno sg diretto con f NT e M (monotona). Allora
F risulta un meccanismo di EP-rivelazione (Moulin (1980a).

"iv) Sia V ( Bm, n) y(m, nk 0‘, - ok) € V con p t.c., per ognj a€
€A, Ba) = h, con he @~{0} ; allora, se per ogni i (i = 1, w. k), oi+l é la

permutazione opposta di o', esiste una EP-selezione che & equivalente alle
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ES-selezioni (Moulin 1981a). -

Veniamo ora alle proprieta di efficienza.

Proposizione 8:

i) Gli sg di tipo V, PAU, EM sono ES-efficienti. (Moulin (1979), Mueller
(1878), Gretlein (1983)).

ii) Ogni sg V ( B(m, n)y (m, n); 0)EV e EPT- efficiente (Barbera,
Dutta (1982)),

Ancora a proposito di efficienza & appena il caso di ricordare che
ogni sg ENF-stabile risulta ovviamente ENF-efficiente.

L n
Definizione: *La funzione di eficacia E. di uno sg G = (I Sy A g)
si dice massimale sse per ogni C < N e per ogni BE A,
. ~C).

BE EC.(.C) sse A~B € EG(N )

Analogamente la funzione di eificacia Ef di una fss { si dice massi-
male sse per ogni C =N e per ogni B A,

B¢ Ef(C) sse A~ BEE, (N~ )

La “seguente proposizione dz alcune informazioni sul trasferimento
delle proprieta ‘deboli’ di simmetria {QVAN(), VAN, VNT) di uno sg all.e
fss che esso eventualinente realizza.

* Proposizione %
1) Sia G uno sg ENF-stabile = QVAN (rispettivamente VAN, VNT) ed

e . una ENF-selezione per G. Supponiamo inoltre che la funzione di eificacia

G
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di G, EG' sla massimale. Allora anche la fss g o e € QVAN (rispettivamente

VAN, VNT).

§i) Sia G upo sg EN-stabile con EG massimale, che soddisfa QVAN
(rispettivamente VAN, VNT), e sia e una EN-selezione per G. Allora anche
la fss gO €. & QVAN (rispettivamente VAN, VNT).

iii) Sia F = (.'?N; A; f) uno sg diretto EPT-risolubile e QVAN (rispet-
tivamente VAN, VNT), e ep una EPT-selezione per F; allora anche la fss
fO ep ¢ QVAN (rispettivamente VAN, VNT).

Dimostrazione.

i) la 9 i) segue immediatamente dal seguente lemma: sotto le nostre

ipotesi, per ogni C& N e Bc A, BeE_(C) sé¢e BeE (C). Infatti,
: 5 h G gOeG
sia B e E.(C), e supponiamo p.a. B € EgOe (C). Cid significa che per ogni

G
cC N~C .
PC € P esiste PN\C € 2 t.c. gO}eG (PC, PN\C) € A~B. Supponiamo

B_e .?C t.c., per ogni a e ANB e beB, (3, b)e iQC Pi e

NC
fo CE P t.c.

PN\

goeG (pC ’ PN\C) € A~B . Poniamo s = e (PC, P C)' Per costruzione

a 5N . . . N~C _

scENF (G, P). Ma B € E_(C) implica che esiste s €S t.c. per ogni
G N~C

Sc€5T g(sc ] SN\C) € A~B.

Quindi in particolare g(gC ' Sy C) € A~B. Ma allora, per costruzione
T~

di P ", s ¢ ENF(G, P ™, il che & assurdo. Viceversa, sia Be EgOe (Q),

G
€ supponiamo p.a. B ¢ EG(C). Per llipotesi di massimalita di Ecs ci6é implica

ANB ¢ EG’(N\C) e quindi, per la prima parte di questa dimostrqiione,
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A~Be E Oe (N~ C), di nuovo un assurdo per definizione di g, e E.G.
il) La dimostrazione & analoga a quella del punto i).
iii)'Sappiamo, da un risultato di Barbera e Dutta (1982, teorema 1),
da cui segue parte della Proposizione 7 ii), che F -essendo per ipotesi EPT-
risolubile- & anche un meccanismo di EPT-rivelazione (il prefilo sincero €

¢ una EPT-selezione per F, ¢

sempre un EFT-equilibric). Pertanto ]dgN

ovviamente fOl':i‘?N = 1, Inoltre, ancora per EPT-risolubilit, per ognl altra
7 o .

EPT-selezione ep dl F, vale che B € EfOe {C)sse Be B (C) (per ogni

F fOld‘_?M‘

fOldJ,y

C <N e B < A). Ma ovviamente Ei = E . Da qui segue immediatamente
la proposizione. Q.E.D..

Probosizione 10: Gli sg di tipo V, VY, PAU, EM hanno funzicne di
efficacia massimale (la dimostrazione & immediata).

Possiamo ormai raccogliere i risultati fin qui ric;hiamati o ottenuti
per ricavare -nell'ambito dell'appreccio prescelto- i seguenti, sostanzialmente
noti,

Teuremt di possibilita:

1) Esistono sg -ad esempio sg di tipe V(B(m, n)y(m, n)sao)e V- che
ES-realizzano fss soddisfacenti QVAN(), NT, E (cio# indlvidualmente quas!
veto-aznonime, neutrali, efficienti) e, nel caso di m, n relatlvamente primi,

anche VAN (P’Jlueller, (1978); Moulin, (1980a, 1983); Kim, Roush, (1982); Ar-

mbruster, Bége, (1983)).
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ii) Esistono sg (diretti) che ES-realizzano fss soddisfacenti AN, VNT,
E (e AUT(autonomia)): ogni sg di tipo EM ha queste caratteristiche (Moulin,
(1979, 1580a); Gretlein, (1982, 1983)).

iii) Esistono sg diretti -ad esempio gli sg del tipo V(B (m,n)}; y(m,n);
0) € V- che EPT-realizzano fss soddisfacenti QVAN(I), NT, E (Barbera, Dutta,
(1982)),

iv) Esistono sg che ENF-realizzano fss soddisfacenti QVAN(), NT
(oltre che, ovviamente, E); gli sg di tipo V( B (m,n) y(m,n); Gl, = Gk)e \'A
ne sono un esempio (Moulin, Peleg (1982); Moulin (1982, 1983); Dutia (1983)).

v) Esistono sg che ENF-realizzano fss soddisfacenti VAN, NT rispstto
ad un opportuno s.i. di X (oltre che E): ad esempio gli sg di tipo PAU.

vi) Se m < n+l, esistono sg di tipo V(w38 ) € V' che ENF-realizzano
fss soddisfacenti AN, QVNT (oltre che E) (Peleg (1978); Moulin, Peleg (1982);

Pattanaik (1978); Oren (1981); Moulin (1982, 1983)).

5. Confronto con I teoremi di impossibilita e discussione.

L'interpretazione dei teoremi di possibilita appena enunciati impone
innanzitutto un confronto col teorema di Gibbard-Satterthwaite. Questo
risultato di impossibilita emerge dalla combinazione di un debolissimo criterio
di simmetria -0 meglio, potremmo dire, di non asimmetria~- e cioe, I'assenza

di dittatori, e di un fortissimo requisito di stabilitd, la ED-stabilita (stabili-
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ta per equilibri dominanti). Mancano addirittura requisiti di efficienza. E'
evidente, dal confronto di quésto risultato coi teoremi di possibllita di cui
sopra, Ch!; il punto chiave sta nei requisiti di stabilita. Si tratta allora di
chiarire cﬁe cc;sa slgnif'ica rinunciare alla ED-stabilitd per criteri di stabilita
pit deboli.

Nel nostrc;, come in altri dominf di applicazione della teoria dei glochi,
'adozione di un certo concetto di equilibrio non & che un modo comodo
&i assiomatizzare la struttura dell'informazione prevalente (oltre che, s'in-
tende, la presenza o l'assenza di coop_erazione). Gli equilibri di tipo ED (ri~
spettivamente EDF, nel caso cooperativo) hanno l'importante caratteristica
di rappreséntare un plausibilg comportamento razionale indipendentemente
dal grado di informazione degli agenti sul profilo sincero’ di volta in volta

rllevante.

Pertanto .uno schema di gloco ED-stabile (rispettivamente EDF-stabile)
assicura una decentralizzabilita "perfetta" della (funzione di) scelta soclale,
nel senso® dell'indipendenza da particolari ipotesi sulla struttura dell'informa-
zione disponibile agli agenti ed eventualmente sul loro comportamento in
condizioni di incertezza. Di conseguenza, la rinuncia alla ED-stabilita ha
indubbiamente alcune spiacevoli e rilevanti implicazioni. I teoremi di possibi-
jita di cui alla sez. precedente ci dimostrano perd che tale sacrificio ci

garantisce una adeguata ricompensa. In realta, possiamo decentralizzare
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tunzioni di scelta sociale che soddisfano un'opportuna combinazione di criteri
di efficienza e di simmetria.

1l prezzo da pagare & Il seguente: per poter realizzare al meglio una
tale combinazione di efficienza e simmetria dovremo supporre di conoscere
la struttura dell'informazione prevalente {ad es. informazione completa,
o ignoranza completa), formulare un concetto di equilibrio adeguato, e appli-
care un corrispondente appropriato schema di gioco. Inoltre, nel caso coopera-
tivo avremo, come al solito, problemi di molteplicita dégli equilibri. D'altra
parte gli schemi di tipo V (votazione per veti successivi) godono, come abbia-
mo visto, di no:evo!i proprieta di stabilita e di risolubilit3. Queste ci assicu-
ra che funzionerannq generalmente bene per un'ampia varieta di ambienti,
rendendo quindi meno ‘pesante' il prezzo di cui sopra. Al contrario, una
procedﬁra di tipo maggioritario -ad es. EM- combina notevoli proprieta di
simmétria con gravi problemi di instabilita ed inefficienza.

Nel complesso, una procedura di tipo EM sembra applicablile solo in
ambienti non-cooperativi con informazione completa (due caratteristiche
la cui combinazione, com'é noto, € esposta a non trascurabili obiezioni circa
il grado di realismo) mentre in condizioni di ignoranza pud funzionare solo
se EP & il concetto di equilibrio appropriato (cfr. Moulin, (1580a)).

Incidentaimente, & forse di qualche interesse il fatto che alcuni tipici

difetti dei metodi maggioritari messi in rilievo nelle analisi puramente norma-
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tive (ad es, possibilita di ‘tirannia della maggioranza') riemergono qui come:
problemj di instabilita e quindi di minore applicabilita rispetto ad altri schemi.

Il confronto dei teoremi di p0551bilité della sezione precedente col
teorema di impossibilita di Arrow : ovviamente piu complicato. Infatti i
teorerﬁi di ﬁpossibillté di tipo arrowiano -comprese le numerose generalizza-
zloni f; variazioni- riguardano (anziché funzioni di scelta sociale) funzicnl
di aggregazione. Una funzione di aggregazione sociale (fas) & una funzione
che associa ad ognl profilo di relazioni binarie su un certo Insieme una ré.la-
zione binaria sullo stesso insieme (per un opportuno dominio di profili e;i
un opportuno codominio di relazioni binarie complete prefissati). L'originario
teorema di Arrow, come noto, si riferisce a quelle partico.lzari funzioni di
aggregazione che sono le c.d. ‘funzioni del benessere sociale'.

Definizione: - Una funzione del benessere sociale per n individui (fbs)
sull'insieme A (debolmerit.-e ristretta) & una funzione F definita sull'insieme
QN dej profili di ;;reordini completi su A (rispettivamente definita sull'in;ie-
me g’ﬁ dei profili-di ordini lineari su A) ed a valori nell'insiemg dei preordini
completi su A.

L'unica condizione che Arrow impone alla fbs -oltre alle usuali as-
senza ‘di dittatori (ND) ed efficienza (E)- & la ben nota 'indipendenza dalle

alternative irrilevanti’, che gioca in effetti un ruolo essenziale nella dimostra-

zione dei teoremi di tipo arrowiano.
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Definizione: » Una fbs F per n individui su A soddisfa ‘'indipendenza
(binaria) dalle alternative irrilevanti’ (IIA) sse per ogni {coppia) B € A, e
p=t 9
per ogni coppia di profili Rn, ) (Rn)' t.c. per ogni ieN: R = R!
_ ilB "~ il B
vale

' (F(Rm)' 5= (F(R")" B
ove con la notazione 'I'l B si intende ovviamente la restrizione di una relazio-
ne binaria T definita su A al sottoinsieme BcA. (La definizione si estende
in modo ovvio al caso di fbs debolmente ristrette).

Da un punto di vista formale, IIA pud essere visto come un (debole)
requisito di neutralitd per funzionl di aggregazione. Ma Il fatto per nol pil
interessante & che nel caso di fbs debolmente ristrette IIA & condizione
neces‘faria e 'quasi' sufficiente di ED-stabilita della fss canonicamente asso-
ciata alla fbs in questione. Per poter formulare nella sua piena generalita
questa notevole connessione tra il problema di Arrow e il problema di Gib-
barq-Satterthwaite (cfr. Schmeidler, Sonnenschein (1978), Dasgupta, Hammond,
Maskin (1979)) dobbiamo pero introdurre ancora alcune definizioni. |

Definizione: Sia F: 2N 5 2 ura funzione di aggregazione definita
soll'insieme dei profili lineari su A. Diciamo che F soddisfa la condizione
di associazione positiva forte (APF) sse per ogni coppia di alternative a,
b € A e per ogni coppia di profili lineari Pn, (") € QN: se per ogni i €N

(a, by € P, implica (a, b) € (P))', allora (a, b) € F (") implica (a, b) € F (™"
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E' immediato verificare che, nel caso di fbs debolmente ristrette,
APF implica lIA. APF & In sostanza una condizione assai forte di monotonia
su F.

Deffnizione.- Siano f una fss e F una fas definite sulio stesso domi-
nio 9 . Diciamo allora che f massimizza F sse per ogni profilo R"e 92 ,
se f(R") = a, allora per ogni b € A, (a, b) eFR") e, per ogni b€ A~{a},

(b, a) ¢ FR").

Osserviamo infine il seguente semplice fatto: se G & uno sg ED-stabile

(sul dominio dei profili kineari definiti su un certo .insieme), allora & anche

ED-risolubile.
siamo finalmente in grado di enunciare il -seguente notevole risultato:

Praposizione 11 j(Dasgupta, Hammond, Maskin, (1979), teorema &.7. )]

Sia I una fss debolmente ristretta (cioe definita per tutti e soll i profill

lineari); sia F = (?N; A; 1) lo sg diretto associato ad {f. Allora F & ED-sta-
bllé, ed ED-risolubile, sse F & EDF-stabile, ed EDF-risolubile, sse f massimiz-
Za una ias:F' debolmente ristretta e soddisfacente APF.

Pciché se F' é?."\PF, allora -come:gia osservato- & anche IIA, lIA risulta
condizione necessaria di ED-stabilita deilo sg diretto determinato dalla fss
associata ;1 F'. Un'altra conseguenza della Prop. 11 & che se F' ¢ 1lA e APF,

come nella oi‘lglnaria (1951) formulazione del teorema di Arrow, allora la

fss f che la massimizza, ovvero per la precisione lo sg diretto F -canonica-
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mente associato a F' attraverso f- ¢ ED-stabile.

In conclusione, sl puo dire che IIA 'nasconde' un requisito di stabilita
assai forte: grazie alla proposizione 1l si puo. anzi dire che, in un senso
preciso, la condizione IIA per una fbs -se combinata con quel 'minimo’ di
monot;)nia che la rende equivalente ad APF-, & un requisito piu forte della
ED-stabilita dello sg diretto ad essa associato.

Non rimane dunque da considerare che Il'altra proprietd distintiva
di una fbs: la transitivitd -e completezza- delle sue relazioni immagine.
Questo a;spetto ci introduce ai c.d. problemi di 'razionallta collettiva'. Come
n‘oto, molti studiosi hanno voluto vedere nell'indebolimento dei requisiti
di 'razionalitd collettiva' impliciti nella fbs una via d'uscita dal paradosso
di Arrow -o addirittura la pil interessante o l'unica- (cfr. ad es. Bandyopa-
dhyay, (198%), per una recente rassegna critica).

Una prima osservazione da fare in proposito & la seguente: se il teo-
rema di Arrow & considerato come membro di una famiglia di teoremi di
impossibilita interconnessi di cui il teorema di Gibbard-Satterthwaite & un
altro importante elemento, allora nessun indebolim‘ento dei c.d. criteri di
‘razionalita collettiva’ -intesa come transitivita o come aciclicita- & suffi-
ciente a evitare tutti quei risultati di impossibilita.

L'altra questione Interessante & quanto dei criteri tradizionall di

‘razionalita collettiva' & compatibile coi teoremi di possibilitad della sezione
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precedente? La risposta &: molto poco.
Naturalmente, ogni fss f massimizza una fbs F' definita sullo stesso
dominio. E' sufficiente infatti considerare la fbs F' definita cosi: per ogni

n
profilo P"e #, € per ogni a b€ AEEM) , @P™, a) € B (P))

@, f ¢ P ED

(a, b)e F' (P") sse (s, b) € P
ove P & un qualsiasi ordine lineare fissato su Ax{f(Pn)} 5

Cosi, anche le fss dei nostri teoremi di possibilita massimizzano delle
fbs, ma & immediato verificare che tali fbs non soddisfano APF, né IIA.

Variazioni ngll'insiem’e delle alternative disponibili produrranno in
genere variazioni in linea di principio del tutto irregolari nella scelta finale.
Cio pud sembrare inaccettabile solo se si ritiene che .la scelta collettiva
sia un processo ‘Iche si inizia in un istante in cui l'insieme delle alternative
che sard disponibile al momento della scelta & parzialmente ignoto. Solo
in questo ‘caso infatti il processo di scelta collettiva sara vincolato a proce-
dere 'pezzo a pézzo' col successivo confronto di insiemi di scelta corrispon-
denti a diversi insiemi di alternative.

- Non sembra perd che questo sia il caso prevalente. Per di piu, per
generare teoremi di impossibilita sono sufficienti condizioni assai deboli

di regolarita o 'coerenza’ sugli insiemi di scelta di insiemi diversi (cfr. Bandyo-
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padhyay, (1984)).

In deflnitiva, -rispetto alle fbs arrowiane- le fss dei nostri teoremi
di possibilita assicurano in generale una maggiore 'risolutezza', garantendo
sempre l'univocita della scelta. Tuttavia, come abbiamo appena visto, le
fes §ono molto pili sensibili delle fbs alla esatta definizione dell'insieme
deile alternative disponibili.

Per dirla-in termini intuitivi, e con un lieve abuso di linguaggio, l'al~
ternativa selezionata da una fss per un dato profilo pud variare al variare
dell'insieme delle alternative disponibili (e cid & vero anche se tali variazioni
i'iguardano solo alternative che risultano 'subottimali', nel senso che -per
quel profilo- non vengono comunque scelte).

Questo & indubbiamente un difetto delle fss, da cui sono invece esenti
le ibxs. Ma caratterizzare questa differenza di prestazionl tra fss e fbs come
'assenza (contro presenza) di razionalita collettiva' sembra {fuorviante, per
quanto osservato sopra. Meglio sarebbe riconsiderare ed eventualmente rifor-
mulare 1 criteri di ‘razionalitd collettiva'. Piuttosto, e ancora una volta
in termini strategici che puo essere caratterizzato l'aspetto essenziale di
questa differenza di prestazioni fra fss e fbs. Infatti, se un processo di scelta
collettiva ¢ rappresentabile da una fss (ma non da una fbs), l'esatta defini-
zione delllinsieme delle alternative disponibili potra risultare soggetto a

manipolazione 'strategica' (cfr. Moulin, (1983), cap. 3, per interessanti osserva-
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zioni in proposito).

Sembra di poter concludere che il conflitto essenziale messo in luce
dai teorer‘ni di impossibilita & quello tra simmetria, efficienza e stabilita
di un meccanismo decisionale, quando tinformazione rilevante & 'decentraliz-
zata' (cioé dispersa tra gli agenti, e da essi trasmessa).

Si trattz di un conflitto pervasivo, niente affatto legato alla finitezza
efo aila mancanza di struttura dell'insieme delle alterngtive, caratteristiche
della teoria 'pura’ delle scelte collettive. Ad esempio, il teorema di Gib-
bard-Satterthwaite, ed altri analoghi teoremi di impossibilita, sono essenzial-
mente estendibili ad ambienti tipicamente ‘economici’ -vale a dire al caso
in cut i pf‘oﬁli sono economie, sia in presenza di beni pubblici che con soli
beni pri\}ati (divisibili)- (cfr. ad es. Dasgupta, Hammond, Maskin, (1979
Postlewaite, Schmeidler, (1979)).

| teoremi di possibilita della sezione precedente ci danno alcune inte-
ressanti informazioni mostrando come, e in che misura, tale conflitto pud

essere superato, per una classe notevole di problemi di scelta collettiva.
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