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acclta di Scienze

7. Inztrodugione

E' tuttora attuale 1l procblema dello studio del segno, della
monotonia e del numero degli eventuali zeri della D.P.V.:
. K
F(r;a) = e (l+r)”
L
(1) ’

~]1 < r € 4o

associata al vettore dei flussi di cassa aeR :

di un dato progetto, per il quale il gener}co elemento « si in-
tende esigibile o disponibile all'epoca tk = k, Osk=sn, con t0 =0
origine dell'cperazione, e tn= n termine della stessa.

Assumendo come definiziene 4i progetto guella data in |31/,

imporremo ai flusesi di cassa le seguenti condizioni:

[=]
A

T e e,
=] [~]
[¥8 =] o .
vk
Q. O O= QO

Q
=

(2)

, per almeno un i: l=i=zn;

VYV k>n.

1 problemi sopradetti sono ricenducibili al preblema della




2 Introduzione

scelta degli investimenti sia per l'uso del criterio del Tasso
Interno di Rendimento (T.I.R.), nel qual caso il vettore 4 &
propriamente il vettore dei flussi di cassa del pProgetto, e gli
eventuali zeri della D.P.V. F(r; @)=0 sono detti i tassi interni
di rendimento del progetto stesso, sia per la definizione di
preferibilitd ed equivalenza finanziaria di progetti (vedi
l631,164],181(,183|) nel qual caso, dati due progetti P, e Py,

caratterizzati rispettivamente dai vettori dei flussi di cassa:

a ={agaq..;a,}) e b =1(bgbq,..,b,1}

posto ¢= a-b = (ag-bg, a4-bq,..,aybyt = {la graq,..0apnt, 1l'anali-
si della preferibilitid di P, rispetto a Py e viceversa oppure
la loro equivalenza, ad un dato tasso d'interesse rg, & effet-
tuata basandosi sul segno e sugli zeri della D.P.V, F(r,ia).

Per quanto riguarda esistenza ed uniciti del T.I.R. di un
dato progetto, moiti sono gli Autori che dal 1958 ad oggi hanno
fornito sempre pid generali condizioni sufficienti per 1l'esi-
stenza e l'unicitd di esso. Di queste, ampliando quanto fatto in
471, daremo una rassegna, raggruppandole in filoni di appar-
tenenza basati sui criteri e sulle procedure usate e fornendo,
in base a queste, in molti casi, le relazioni di dominanza esi-
stenti mediante argementazioni pil semplici delle originali.

Per quanto concerne 1'utilizzazione del T.I.R. come valido
criterio per la scelta d'investimenti, essendo noto che la sua
unicitd non basta per assicurare una scelta corretta, non entre-
remo 1in questa nota nel merito di tale problema, limitandoci a
segnalare al lettore interessato gli articoli ai numeri
Il|,|5l,16|,18|.l9l,|l3IJl4J,|lSI,|16l,|l7I,I18|,Il9l,|22I,124l,
|26I,|27|,I37l,|38|.I39i,!481,149I,156I,|77|,|81I,|83|,l881,

della biblicgrafia, sia per gquesto problema che per le modifiche

roposte al criterio medesimo. Sempre per limitare 1l'argomento

i 3
Introduzione 3

della trattazione, non esamineremo quel filcne della letteratura
che si occupa di wunicita del T.I.R. mediante il cosiﬁdetto
"Tecrema del Troncamento", per il guale il lettore interessato
potrd vedere ai numeri |2],|3],]23|,125},129],132|,133}|,|46],
[501,153],1721,1761,187] della Bibliografia, o mediante altre
procedure (|30{,{34/|,|51),]73|,1741,179},180]|,(86]).

Assegnato il vettore dei flussi di cassa e« e la ceorri-
spondente D.P.V. F(r;a), i problemi suddetti sono riconducibili
allo studio del segno ed alla ricerca del numero delle radici
dell'equazione:

n

F(r;o) = 2: a *(l4r)-k =0
k:uo k
(1)

-lcr¢w

Ponéndo nella (1) (1+r)-'= x otteniamo la:

F*({x;a) = yx ak'xk

O¢Xge
per la guale, ancor pill precisamente:
-1<r<Q <=> 1liéx<= e
O<r<e <=> 0<x<l .

E' utile infine-notare che:

(4) F*(0;a)

]
el
+

(5) F*(l;a) = F(O5e) = ) o ;

. _ g TR
{6) lim F*(x;u) = %im1+F(r:u) = =, con il segno di a_
X - =




L ] Le prime condizioni di unicit

. n
Viste le i N
te le (2), (4), (5) e (6), se akbiamo « <0 e 2: a,> 0,&
. . k:0
Slcurata l'esistenza del T.I.R. per re ]-li;={ , ma & impossibile

as

la sua unicitd; & ancora assicurata l'esistenza se ¢ >0 sia per
n n i
Y 4 >0 che per < g i i d i 2 £11
) . P a . O, ma in questi due casi non € garantita
k:0 k:0
R A .
l'unicitd; non € infine garantita l'esistenza nel casoe¢ <0 e
n

n
Z: a k<O, per il guale, se vi fosse un T.I.R. questo pud essere
k:0

o

nico solo se & una radice non semplice di molteplicitd pari per

—

& F(r;a2) = 0.

2. Le prime condizioni di unicita

. < ] Qi - .
Nel 1258, in |69|, Pitchford e Hagger, assicurata l'esistenza
di zlmeno un T.I.R. mediante le condizioni:
(7) e <0; o >0;
0 n
c¢avano una prima condizione sufficiente per la sua unicitd in
-1

r ‘o[ mediante la:

1t}

-

(8) a >0 v lsk=n,

®
condizione che garantisce ad F*(x;a) di essere funzione stretta-
& monoiona crescente in O<X<w, '‘ma che pildl facilmente si giu-

t
stifica mediante la Regola dei Segni di Cartesio (vedi |75],

pag. 49¢),
Da notare con e ll iizi ii itcl H
re come, nella conalzione di Pitchford e Hagger, venga
trascurato il valore di z: uk, somme, o cumulata, dei flussi di
k:0
¢assa non scontati, gquantitd che sari Spesso usata da altri
Autori, Viste le (7) e (8), detto T il T.I.R. unico, se
; S L = . . = S .
/. @20 = rg ]O;=[; se o« <0 => re]-1; O, se, infine, si
Ko Sg K=t 3
ha che 00k= O => r = 0. La condizione (8) pud benissimo essere

estesa alla:

(8*) @ 20 YV k: lsksn,

Le prime condizioni di unicita

purché l'uguaglianza non valga Vv k:1sk=n.

Nel 1959, in |78], C.S.Soper, sempre nell'ambito -l<r<w, as-
sicurata l'esistenza mediante le (7), e supposto di aver deter-
minato una radice % della F*(x,x )=0, impone al quoziente f(x)=
F*(x;e):(x-x) di nen avere radici x>0 e guesto accade, per 1la
regola di Newton (|84|pag. §7), se £(0) e le prime n derivate di

f(x) in zero hannc lo stesso segno, ovvero se:

(9) Z a- Xk < 0 ¥ i : Osi=n-1.
:0

>

Dopo aver notato che quella di Soper & l'unica ccendizione di
£
x

tnicitd che coinvolga direttamente il T.I.R. trovato © = =i}
€ bene notare come la condizione originale (9) possa essere

estesa alla:

(9%) Z ak.ikso Vi lgi=n-1; @ ,<0;
k:0
purché 1l'uguaglianza non sia valida v i : l=sisn-1l, come si pud

vedere in |31]|, e che un'altra condizione di unicitd del T.I.R.
pud essere formulata, mediante la Regola dei Segni di Cartesio

applicata al quoziente f(x), mediante la:
Z a,_ Ki-kz20 Y i : Osign-1.

Anche se criticata per la ristretta classs dei progetti a
cui assicura l'unicita del T.I.R., la condizione elaborata da
Soper, vista alla luce del significato economico datole da Ber-
ard ed altri Autori (vedi |S|,l6l,17|,19l,1x0i,113],[31],
|41],183]), 4individua, anche nella sua generalizzazione data
dalla (9*), quella classe di progetti per 1 quali il criterio
del Tasso Interno di Rendimento fornisce un criterio 4di

valutazione significativo economicamente e privo di ambiguita.




Altre condizioni

Le prime condizioni di unicity

Sost na sibilit+3a g : : 5 . . ] .
stenendo la possibilitd di difficoltd nel calcolo ed involcntariamente, dato che l'Autore in [42| esprime in forma

del
T.I.R. r e l'influenza che un valore approssimato ma non esatto dubitativa un'esistenza che invece & assicurata dalle (190),
botrebbe avere nella verifica delle {9), in una nota del 1965, anche per i progetti per i quali:
laa], S.Kaplan propone l'uso del Teorema di Sturm per avere il 5
numero esatto delle radici della (3). ) ®o 0
La differenza tra il numero delle variazioni della successio- = :kzz ; t: ;;t;::n' l=m=n-1

ne di Sturm (vedi [751,184],]85|) nello zero ed all'infinito, ci
fornisce esattamente il numero delle radici O<x<= della (3) S Sl el Hoshlelier, Wld0), Hodeay in |43f consi-
2 st I3

l ' . 1 g g - 1 -
contando per una sola oani eventuale radice multipla Indipen- aefE anghe L progetiigperalaquali galganorle:

dentemente dalla complessitd dei calcoli che essa richiede, pur <0 X: 0
& ' s i

sempre affidabili ad un elaboratore (136],]45],]55]), questa & o k0 : l
forse la condizione che, meno di tutte, & collegabile ai flussi R 1 R Feeande, Lellsses=R e HoRs L e e e
di cazsz del progetto, ed anche se, mediante essa, avessimo fiaf efasackipecail afldus i =edaRassicu rat St Suniesta Koo eRE SERIENILS
Sarantita 1l'unicitad del T.I.R. per un dato progetto, potrebber o e aegnsien & (R el £ [ Geaveis 26
pur sempre sorgere problemi per un uso corretto del criterio del U ER I caz on S SRS rE TS e tu S ol L L S e L Lo O ey
b o o
T.I.R (vedi |7]). poi, & facile vedere che garantirebbe 1l'unicit2 del T.I.R. solo

Ricorrendo invece al Teorema di Budan (175]) W.Jean, nel alla classe dei progetti (11}, ma per questi, avendo la seguenza
15¢8, in [42|, determina alcune classi di progetti per le guali Rl Lo st ung et s Sl Sz forc APCEnEREEEoR i BRIl PasEy
$la garantita 1l'unicitid del T.I.R..Anticipando quello che applicare la Regola dei Segni di Cartesio.

faranno m i i Autori i i
olti altri Autori in seguito, ed accusando di opportu-

nismo ma i 713 i i i i imi

I matematico gli Autori precedenti, egli limita la ricerca 3. Al diziond
. G . re condizioni
=G, 5 . . . .
a=l T.I.R. ai soli valori O<r <ew. Assicurata l'esistenza di alme-
Utilizzando per gli investimenti la definizione data in |49}

no i1 ] S .
una radice della (3) nell'intervallo O0<¢ <l mediante le:
A.Trovato in |82}, nel 1%72, dimostra l'unicitd del

= e |81],
(-]-0) G-ﬂ<O H Z a >O; . . q . . g "
T.I.R. positivo quando si tratti di progetti di investimente

in

C\ppl_canuo a Teore 53 - n d' 4 3 3 5 ] 3 d' 0

- rema cdi Budan n tes g senso stretto ’ QvVvVero i investimentil per 1 qua 1, vedl ancne
nelilo Stesso 1nterwva o eg]~ as

83 l ’ 1 costl prececono L ricavi, COIldlZ..One facilmente

= lcit I P S - : derx che exr queStl E =
Slcura 1 unic a del E .R. (2iz quel Drogett_ per 1 Gllall' lde
= 33 "IOSLrab‘ le ove s cons p ki

2 <0 ¥V k: Osksm ‘ . ‘
o ) ‘ - dei cash-flows presenta una sola variazione (vedi anche |31]).

a >0 ¥V k: m+ls= =n- :
k l hal 1=m=n-1 Per gli investimenti "in senso lato", ovvero per quel

progetti per i quali la scadenza media dei costi preceda,a qual-




2 11 Tearema di Vincent

siasi tasso, la scadenza media dei ricavi, l'Autore dimostra che
l'unicitd del T.I.R. positivo & garantita quando la scadenza

media aritmetica dei costi precede la scadenza del primo ricavo.

Alterando l'ordine cronologico della trattazione, & bene dare
ora notizia della condizione, cosiddetta "flessibile", data da
C.De Faro e L.Soares in |21| nel 1978, vista la sua estraneitd
procedurale con il filone che si sviluppera in seguito. I due
Autori impongono, sotto le condizioni (10), alla (3) di avere
derivata strettamente negativa ogniqualvoita la (3) stessa
assuma valori maggiori o uguali a zero, e dimostrano che questo
€ possibile se si riesce a determinare almeno un intero k:
l1=k=n, tale che:

k(k=-1)M + (n-k)}{(n-k+l)m <2k|a |
k k ]

con Mk ed m definiti rispettivamente dalle:

k
M = max {(0; max a } e
K 1=isk-1 *
m = - min {0; min a }.
K k+1sisn 1

Simile a questa nella procedura & un'altra condizione che 1
due Rutori ottengono, sampre in 21|, per garantire la stret*
convessitd della (3) e poter cosi adoperare il metodo di

Newton-Raphson per la determinazione dell'unica radice.

s, 94 Teorema di Vincenz

Con la nota del 1972, [52|, di Norstrgm, inizia quel filone
della letteratura che, spesso senza occuparsi dell'uso corretto
del T.I.R. come critesrio di scelta tra investimenti, nd del suo

significato econcmice, si occupa solo della ricerca di condizio-

Il Teorema di Vincent

w

ni sufficienti sempre pid ampie per la sua unicitd3. Lo strumento
usato dagli autori che seguiranno, anche se ad esso, spesso, non
viene fatto esplicito riferimento, & il Teorema di Vincent, e
pil precisamente il metodo di indagine che detto Teorema sug-
gerisce (vedi |[85( pag 127 e segg.), anche se risultati simili
si possono ottenere mediante procedure diverse.

E' quindi opportuno, a questo punto della trattazione, de-

scrivere tale Teorema e le sue pili utili conseguenze.

Il Teorema di Vincent afferma:
- Sianc dati dei valori interi : ¢ € Z; se un'equazione ha solo
1
radici semplici, operando sulla sua incognita una serie di

sostituzioni del tipo:

1
(13) 52 =c,+ ; €on X =x,
i+1 1 Xi 0

dopo un numero finito di queste sostituzioni, indipendente dalla
scelta dei valori interi c. si perviene ad una equazione tra-
sformata i cui coefficienti presentano al pid una variazione.

In concreto, il metodo di indagine per la ricerca delle solu-

zioni positive della (3) che possiamo dedurre dal Teorema & il

seguente:
nella F*(x;a)= O operiamo anzitutto le sostituzicni:
0 : x = l+x , e
0 1
1
X = =
91 1+x

1
Se l'equazione ottenuta mediante la prima sostituzione pre-
senta nessuna o una sola variazione nei suoi coefficienti della

nuova incognita X allora per la F*(x;c)=0 ci saranno nessuna o

una sola soluzione x : l<x<=; similmente, se i coefficienti
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dell'equazione ottenuta mediante la seconda trasformazione pre-
p

sentano nessuna o una sola variazione, ci sari un numero uguale

di soluzioni della F*(x:a)=0 nell'intervallo : O<x<l.
Se una trasformazione conduce ad una equazione con un numero

di variazioni maggiore o uguale a due, per la Regola dei Segni

di Cartesio, non siamo ancora in grado di formulare una rispo-

sta. In questo caso, come suggerito anche in 1471, si proseque

componendo, mediante uno schema ripetitivo ad albero, in tutti i
POssibili modi, due e pid trasformazioni del tipo QO el ,com-

binazioni che sono esprimibili anche nella forma delle (13).

Componendo, ad esempio, due trasformazioni, avremo le:
l+x2
[o) D
11 2+x
2 : x = —1L
01 2+x
2
2+x
{ : x = e
Q10 l+x7
2
0 PXx = 24x ,
00 2
mediante le quali, per O<x2<m, in base al numerc di wariazioni

nei ccefficienti delle trasformate, potremo ricavare informazio-

.
ni sulla presenza di radici della (3) negli intervalli §<x<l ;

l<x<2 e 2<x<= rispettivamente. Se l'equazione (3) non

O<x<% g
ha radici multiple, dopo un numero finito di tali composizioni,
i coefficienti delle trasformate Presenteranno nessuna o una so-
la variazione.

calcoli necessari le varie

il

a lzboriositd dei ad eseguire

trasformazioni e 1le loro composizioni, & fortemente diminuita

mediante il calcolo di particolari tabelle, la cui costruzione

richiede esclusivamente addizioni.

Se la trasformazione & 1la QC + la prima riga della tabella &
) :

11 Tecrema di Vincent ) 11

formata dai coefficienti dell'equazione, in ordine di indice

decrescente : e @ 00,

Il primo elemento della seconda e di ogni altra riga succes-
siva 8o, , ed ogni elemento dellaz tabella € dato dalla somma
dei due elementi che gli stanno, rispettivamente, a sinistra e
sopra nella tabella. Se, con notazione matriciale,denotiamo con
aj jl'elemento della tabella che si trova sulla i-esima riga e
j-esima colonna, quanto precedentemente detto pud essere for-

malizzato mediante la:

—~
—
=9
—

+1]
1
Q

) a . lzisn; I<j=n.
iy i-1,]

I ccefficienti dell'equazione trasformata sono gli elementi

della diagonale: { a : ;7 a Jo'o o BE } a }, ovve-
n+1,0 n, n-1,2 2,n-1 1,n
ro gli elementi a_ £ _ tali che: i+j = n+l, l=i=n+l, Osj=n.
1,
Similmente per una trasformazione Q , con l'inversione,
1

perd, della prima riga, ovvero si dispongono i coefficienti
dell'equazione in cordine di indice crescente: a P S PR T
0 1 n--1 n
In gquesto caso, la formalizzazione del procadimento & data
dalla
fa = a, O=<j=n;
) 0,4 J
(15) a =a , C=izn+l ;
i,o0 0
a = a . t+ta  , l=i=n, l=j=n.
i, i-1,] i,i-1

Descrizioni del procedimento si possono trovare anche in

l18(,120],131),1471,1631,164],]65],]71],|85].

Da rilevare anche un'interessante relazione tra gli elementi di




‘f’——_—
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una tabella ed. i termini della prima riga della stessa, vedi e GR & , anche gli elementi della diagonale pre-

i,n+1-1

IlOI,IIZI i '20| (OVyere sk ha chgs senteranno una sola variazione.

s :%_l i4-k-1) 0L st i -
ol 2 ( 7k ) , B 5. Le condizioni di uniciia deducibili dael Teorema di Vincenzt
k:0
Per gli elementi della diagonale finale, dovendo per essi, Alla luce delle proprietd esposte, & facilmente dimostrabile
come gid detto, valere la relazione i+j = n+l, avremo anche la condizione formulata da C.Norstrgm in |52| nel 1972, che con-
n+1-1 n—k n+1-1 s siste nell'imporre che la seconda riga délla tabella de%la'tra—
ai,n+1—i=‘22 (n+l—i—k>uk:=zz <i—1>. aw lsisn+l. sformazione 91,operata sulla (3) presenti una sola variazione.
k:0 k:0 Questo in quanto 1'Autore limita la sua ricerca a T.I.R. positi-
Ovviamente il numero delle variazioni presenti nella diagona- vi, ovvero a soluzioni x: O<«x<l per la (3).
le finale & una limitazione superiore al numero delle radici, ed Definite le cumulate non scontate dei flussi di cassa come:

esistono varie proprietd che consentono un risparmio di calcoli

s

per la determinazione di questa limitazione. Come si pud vedere (16) Ak 0
J
anche in [12],]20(,|47],]163[,164|,]65|, esse sono le sequenti: - . 3 .
’ 4 ! ! ! = avendosi AO = @ il T.I.R. & unico e positivo se I m, OKm<n:

P.1) Ogni riga ha un numero di variazioni minore o uguale a A KO per O<gkgm;

K

quello della precedente; (17) A >0 per m+lg<kgn-1;
N

A >0.
P.2) Non occorre calcolare tutti gli elementi di una riga, ba- n

La condizione A >0 discende dall'imporre Arfo, per escludere
sta arrestarsi a quello che appartiene alla diagonale; n

che x=1 e quindi T=0 siano radici della (3) e della (1) rispet-

. - - . ) . s i i é rivelta solo a T.I.R. positi-
P.3) Se gli elementi della i-esima riga, da a , finoc ad a . ) tivamente. Visto che la ricerca
mﬂl’ v g i iz1 aré nfrontata solo con guella di Jean.
non presentano variazioni, allora il numero delle variazio- vi,la condizione (17) sarz co
. ' L d : i i vvi izi ) sia i progetti (11) che i
ni degli elementi della diagonale coincide con quello della E' ovvio che, sotto la ccrndizione (10) prog
i idi I 17). Per questi ultimi,
sequenza: {a |, Goa, deei @ ;a }i progetti (12) soddisfano anche alle (17) q
i,n+1~1 i-1,n+2-1i 2,n-1 1,n

5, & s 11'am-
perd, & bene notare che l'essere a0<0 e an<0, comporta, nell

] : y . - : . ] R . istenza di due T.I.R.

P.4) Se gli elementi della i-esima riga, da ai,O fino ad a i,ned-i bito pid generale -l<r<=, per la (10),l'esistenza di due
presentano una sola variazione, e gli elementi gid calcola- uno positivo e uno negativo. Come detto in l9],118] e [19], non
ti della diagonale (a pbagd ) hanno lo stesso se- 5

& possibile stabilire relazioni di dominanza tra la condi zione

i-1,n+2-1 1,n

di Norstrgm e quella di Soper.
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Una generalizzazione della condizione di Norstrdm,
flussi di cassa nel continuo € non nel discreto,
nel 1975, in [57|, da L.Peccati, usando la
dei margini", S(t), definita,

l.;.... i g < P ’ nce a
1mitata ln ogni llltervallo del Se"iasse OSi thO t media t l

quale €& garantita 1'unicitd del T.I.R. positivo sott
-R. otto 1ie

condizioni:
a) s(0)<0;

b). lim S(t)> o0;

) Ite0i+e : S(L)< 0, VE< T e S(t)> 0 Vs t£;

d) lim e

-6t

- 5(t) =0, Y ¢>0;

-6t
e) t-e . S(t) dt esisteV t €]0;+=]
0

Ammettendo che le

(16) possano cambiare di Segno anche pid di
una volta, detti T T i i
47 Toeees qn gli istanti in cui avvengono le

SR T
ariazioni, D.Aucamp e W.Eckardt in |4, nel 1976, generaligz
r zano

la condizi i i
ione di Norstrém,sv1luppando, come condizione suffi

Ciente per l'esis z i
‘ Slstenza di un T.I.R. ancora positivo, la seguen-

te:
; n = 2k+1l ; k€ N*;
(18) An>O ;
Tii1 T -1
1A 1z y= A7 ;
i:0 = zzj a

i: T1

dove con A? so indi
5 no indicate le sole cumulate di segno positivo

La forma i i i &
(18) in cui qui & stata espressa la condizione di

Auc 2
amp ed Eckardt non & quella originale, |4|, dove si suppone

Che ll prog Cto abb- .
t
ett a4 Vvita llll"ll tata (A e SOStltllltO da A

_— . u : -
};; j)' Situazione che per le (2)

esula dalla nostra tratta-

Le condizioni di unicitd deducibili dal Teorema di Vincent

perd per
€ stata datg
n 4

funzione cumulativa

continua a destra ed a variazione

Le condizioni di unicit} deducibili d§1 Teorema di Vincent 15

zlioune.

A causa del numero dispari di variazioni nella sequenza

delle cumulate, da AO<O seque A >0, strettamente, al solito, per

n

escludere il T.I.R. r=0; la terza delle condizioni (18)
significa semplicemente che, formata la tabella della trasfor-
mazione 91 per la (3), gli elementi iniziali negativi della
seconda riga (le cumulate di Norstrgm) harno, in valore
assolutc, una somma maggiore della somma di tutte le cumulate
positive precedenti l'ultima variazione di segno, di modo che la
terza riga della tabella presenterda al pid una veriazione, e
dato che AJ 0 e An>O, per la proprietd P.4, la diagonale finale
avr3 una sola variazione. E' ovvio gquindi che questa condizione
& pid generale di quella di Norstrgm, la quale corrispcnde al
caso m=1.

L'imporre direttamente che la terza riga della tabella della
trasformazione S% presenti una sola variazione, & la condizione
che De Faro, in |20}, presenta nel 1578, sotto il nome di "cri-
terio della E-successione". Questa condizione, come dimostrato
da Bernhard in |11], domina quella cosiddetta "flessibile"ed
ovviamente domina la (18), ed & a sua volta dominata da quella
che, sempre in |20j, De Faro ottiene imponendo, ancor pid
direttamente, che la diagonale finale della tabella della
trasformazione 91 abbia una sola variazione di segno. Mantenendo
LU

la simbologia degli originali avremo, per la " £ -successione
1

1la sequenza (Ai}, 0<kgn-1 presenti una scla variazione;

A >0 ;
n

e per la diagonale finale:
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o on+1-1i -
f15) {Ai } , 0<ign presenti una sola variazione;
!
A=2a" >0
n n

5 9 . _h
avendo definito gli Ak nel modo seguente:
h

AO =a 5 ; 1<hgn+1 ;
k
I
(20) Al = ) oy , ogk<n
i:0
h _ h h-3
Ak = Ak—1 + Ak ¢ l<hgn; 1<kgan.

La formalizzazione (20) coincide con la (15), basta osservare
che a. | = A% g
1,J J
Sempre in |20{ De Faro, contemporaneamente a G.Olivieri in
<L
4 - R
|S4| e A.Pistoia in |63|, estendono l'uso del procedimento an-

cne alla ricerca di eventuali T.I.R. r e ]-1; O I risultati
H . cdcl

che essi ottengono possono essere formalizzati, come condizione
sufficiente per 1'unicitd del T.I.R. della (1) in ]-1;={
usando le notazioni (14) e (15), nel seguentes modo: ’
date le sequenze:

Q

(21 :
) g ian+1-k,k} + O<k<n,

con gli a, i definiti dalle (14) e 1la:

(22) s’ : qa
t n+'i—k,k} r Cgkgn,

con gli a, ] definiti dalle (15), i1l progetto avente per D.P.V

la (1), sotto le condizioni:

a <Q, a >0 a £0
0 ! x ’ 1, nr ’

ammette un T.I.R. unico in 1-1;=[ se:

le sequenze (21) e (22) presentano rispettivamente una e zero

variazioni i T
lazioni (ed il T.I.R. r € ]—l; o[ oppure presentano

Le condizioni di uniciti deducibili dal Teorema di Vincent

rispettivamente zero ed una variazione (nel qual caso il T.I.R.

re] 0; +=[ ).
Considereremo nel seguito l'ipotesi a, ,=0.

Lo spunto a De Faro per |20| & stato fornitc da un lavoro di J.

Hammond, |35|, del 1974, nel quale l'Autore, considerando flussi

di cassa nel continuo, dimostra come una limitazione superiore
al numero delle radici della (1) in]O;=[ sia fornita dal numero

delle variazioni di segno della funzione del tempo t:

t ql qn It
Gn(t) = noo f(qn) dqn dqn_1...dq1 = Gn_1(q)dq
0 c (o (0}

dove f(t) rappresenta il "flusso di cassa" e:
t [a
G1(t) = f(qg) dgq,
(I
potendosi dimostrare che la D.P.V.:

P(s) = e %% £(r)ar, & =log(l+r),

cambia di segqno al massimo tante volte gquante Gn(t). Opportuna-

mente ricondotta al caso discreto, Gn(t) non é altro che la "cu-

mulazione" iterata n+l volte, dei flussi di cassa del progetto,

. . . . ~ s : -
e qguindi questa condizione di J.Hammond consiste nell'ampliare

la tebella della trasformazione 91, aggiungendo quante righe si

voglionc dopo l'ultima, sempre generando gli elementi con le

regole date dalla (15).

Il numero delle radici della D.P.V. rc) 0;=[ non supera il nu-

mero delle variazioni in una gqualunque riga di questa tabella

"ampliata".

Prosequendo quanto fatto in [35], ed in base ai risultati

pubblicati da J.W.Pratt nel 1879 in | 70|, sempre nel 1979, in
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|71], J.Hammond e J.W.Pratt formulano delle condizioni suffi-
cienti per 1l'unicitd del T.I.R. positivo nel caso di flussi di
cassa nel discreto, in base ad altre propriet3, molto utili dal
punto di vista del calcolo pratico e pil ampie delle P.1),..,
P.4), atte a limitare superiormente il numero degli zeri della
(3) appartenenti all'intervallo [O;1]. Anche se i risultati
esposti da J.W.Pratt in [70| consentono una analisi dei T.I.R.
nell'ambito pid generale -l<r<=, i risultati riportati in [71]
riguardano solo T.I.R. positivi. E! comunque semplice l'esten-
sione ai T.I.R.: -l<r<e,
Le proprieti sopramenzionate sono le seguenti:
P.5.) Formata la tabella della trasformazione S%, operata sulla
(3) completando le righe oltre l'elemento della diagonale,
il numero degli zeri positivi della D.P.V. (1) non supera
il numero delle variazioni presenti negli elementi che

stanno nell'ultima riga e nell'ultima colonna;

P.6) La tabella pud essere ampliata aggiungendo guante colonne
si vogliono, sempre calcclando gli elementi in base alle
(15), e pcnendo in esse ao’i= O,V i>n. La proprieti P.S)
vale anche per queste tabelle.

P.7) Considerando le variazioni di segno negli elementi che si
trovanc su di un cammino che parta da un qualungue elemento
nella prima colonna e termini all'ultimo elemento della
seconda riga (guella delle cumulate), il 1loro numero &
ancora una limitazicne al numerc delle radici positive
della (1). (I cammini pid utili, in vista di un risparmio
nel numero dei calcoli sono quelli formati da spostamenti
orizzontali - da sinistra a destra — e diagonali - dal

basso verso 1l'alto-).

istoi 19
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P.8) Formate le prime tre righe della tabella, anche con un nu-

mero di colonne p>n, se gli ultimi elementi delle tre ri-

g a sono tali che:
ghe: aq ,r 22,5 % 3,9
a *a <0 e
1,p 2,p )
. . = -{a, +a .
273, 5t%3,p% %2,0 1,0 72,0

il numero delle variazioni ottenuto mediante la P.5) pud

essere diminuito di 2.

i ad
P.9) Considerando percorsl <ome nella P.7), se da un percorso a

un altro vi & un decremento di variazioni, gquesto & sempre

i c i n percorso nessuna o
per un numero parl. Incontrando 1in un p

iazi i indi delle limitazioni
una sola variazione, otteniamo quinal g

& 3 = a = 0, cicé se
esatte. Questo non € Ppero vero s& a1,n 2;; K
1a cumulata dei flussi di cassa & nulla;in questo caso, r=0

3 iazioni n cammino ad un
& T.I.R. del progetto, e le varlazioni, da u

altro successivo, possono diminuire anche di un numero

g a i i una
dispari, per cui non & detto che, avendo 1n un cammlno

. T I -
sola variazione, questa fornisca una limitazione esatt

6. Le condizioni di R. Bernhard e di A.Pistola

In ritardo rispetto a De Faro, anche R.Bernhard presenta, in

S s 1 T.I.R.
iRZH t r l'unicita del T.I.
|10], una sua condizione sufficiente pe

positivo, definendo le quantita:

t .
=5 (") .« ogtgn,
Btﬂz(t-j) ion T
i:0
per il quale:

ed imponendo che esista almeno un m: cg<mgn,
Bd<0 ;
B<LO , vt @ l<eKm
S

ey Bi?o , VYt ¢ m+1<t<n-1 ;

B >0
n
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Lo stesso Bernhard dimostra in |[10| che:

n

E: a- (1+r)"-J = 2: B -r""%, dando cosi una immediata int

P L, B t erpre-

tazione, in base alla Regola di Cartesio, della sua condizione:

se la sequenza dei B presenta una sola variazione, ci sar3 una
1

sola soluzione r>0. Ma, ponendo al solito (l4+r)” " = x, avremo
anche che:
n n, n . n
(L+r)™" 3 B -x™mt = (L4r)7" Y e ()" - ) (l4r)-i=
n _ t:0 j:0 J j:o J

= J ' :
—_Z: a- Xx°, ovvero i B taltro non sono se non i coefficienti che
J:0
S1 ottengono operando sulla (3) una trasformazione del tipo Q
1

’

ed ovviamente coincidono con la (19) di De Faro, nonché con le

analoghe condizioni di G.Olivieri e A.Pistoia (|54] e |63]).
Questa coincidenza tra la condizione (23) e la (19) di De Fa-

ro viene riconosciuta dallo stesso Bernhard in 112|, dove, ap-

plicando il Teorema di Vincent non-alla (3) ma alla:

n
ZE B « r"-t = Q,
t:0 &

operando sia una trasformazione del tipo Q, che una Q , forni-
I 0
Sce delle condizioni sufficienti per 1'unicitd del T.I.R. posi-

tivo che possono essere formalizzate nel seguente modo: se:

B <0 ;

0
S
Z: sto ; Vs:l<s<p-1, (l<p<n-1);

B >0 ; Yt:p+l<t<n-1;

allora il T.I.R. & unico e maggiore di uno; se:
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B >0,
n

i
Bn_t_<_o, V t:p+l<t<n-1;

B <O ;
0

allora il T.I.R. & unico e compreso fra zero e uno. E' facile
vedere il legame tra queste condizioni e la proprietid P.4).

Le ultime e pild ampie condizioni sufficienti per l'uniciti
del T.I.R. si trovano infine in |64] e |65|, del 1979, di
A.Pistoia. Proseguendo gli studi svolti in 58|, |59],|60],

{61],162|, 63|, dopo aver definito in |63] le:

= >1, C<k<n+l-qg;
j %k q 2: B g, e RS
h:0
= k< H
]Sk10 G.k ’ OS_H
e le:
k
5* = S* ¢ g2l, O<k=n+l-q;
k,a h,q-1
h:0
S* = a ¢y O<k<n;
k,0 n-k

che altro non sonc se non' le tabelle relative, rispettivamente,
ad una trasformazione Q1éd una Q,, operate sulla (3) ovvero le
(15) e (14) di questa nota (si osservi come, contrariamente alle
notazione da noi usata, in Sk e S: ,k & indice di colonna e g

) 7

di riga) estende i risultati ottenuti in [63]| introducendo le:
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k
p P
Sk Q= 2: Sh 4 O<k<n+l-q , PEN ;
' h:0 05
24 P = p-1
b2 Sk,o Sn—k,k+1 '
s? SaC O<k<n;
n-k,k+1 k ’ =R=0;
e le
k
p,m _ p,m
s = Z S + O<k<n+l-q ; m,peN;
k,q hto HN»ra-t
(25) sOm = gp,m-1
k,0 k,n-k+1
p,0 p
= § &
K,n-k+1 k,nok+1’ OSKSD
k~1
Avendosi s” = sP + sP = gP + gP p,m _
k,a hZo h,q-1 k,q-1 k=1,4q kyq-1 © S g %
k-1
= p,m p,m p,m o,m
= Z Sl + g7 = § ' ) . -~
F Thaa-t K,q-1 k-1,q + Sk,q_1, S1 pud notare come le

(24), per un indice p generico, altro non siano se non le tabel-
le del Teorema di Vincentlche atteniamo iterando p volte, sulla
(3), una trasformazione del tipo 91; le (25), invece, corrispon-
dono'anch'esse a tabelle del Teorema di Vincent, ma sono ora
quelle che otteniamo iterando inizialmente p volte sulla (3)
una trasformazione del tipo 2,, e facendo seguire a queste m
trasformazioni del tipo QO.

Considerizmo allora le sequenze:

(26) sP :(s:_k weq! 1 PEN, O<k<a e
b
p,m p,m
(27) 5 :{Sn_k keq! + M/pEN, Ogksn.
?

Ponendo allora:
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r=14i, 3
1
YootT T ! P22
1
Vv = 3
(28) 0 l+i1
— l .
P=1" L+y_ *
p-1
A = M
0 FT (vk) :
k:0

potremc scrivere la (3), rispettivamente mediante le (24), (25)

e (28), come :

n

k
. = . o] &
F(rje) = 1, Z Sh—k,k+1 Fp 7 =
k:0
n
k
. i . p,m 5% e
F(r;a) lp 2;; sn-k,k+1 (Lp mj

dalle quali A. Pistoia deduce, mediante le solite proprietd

P.1l),..,P.4), tra gli altri, i seguenti risultati:

(29) Il numero degli zeri della (1) che appartengono all'inter-—
vallo i >0 non supera il numero delle variazioni della se-
quenza (26); se in detta sequenza i termini non presentano
variazioni, senza essere tutti nulli, dello stesso segno,

nello stesso intervallo & la D.P.V. (1l).

(30) Il numero degli zeri della (1) che appartengono all'inter-
vallo i >m non supera il numero delle variazioni della se-
quenza (27). Se in detta sequenza i termini non presentano
variazioni, senza essere tutti nulli, dello stesso segno

nello stesso intervallo & la D.P.V. (1).

Come in [63]|, anche in [64| 1'Autore estende l1'uso del Teore-
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ma di Vincent dallo studio del segno della D.P.V. (1) allo stu-
dio della sua monotonia.e della sua convessitd, costruendo le
opportune tabelle relative, rispettivamente, ad F'(ria) e
F"(r;e). Per la costruzione di queste tabelle basta sostituire,
nelie (14) e (15), al generico coefficiente ak del polinomio,

le espressioni kra e k(k—l)ak rispettivamente.
K

In |65|, sempre del 1979, infine, mediante le:
K
p _ P .
Rk,q = 2;; Ph’q_1 » 0<kgn+1l-g;
j r? Rl e<kgn s
K, 0 K,n-k+1 P USRS
Ro = 0<kgn;
k,n—k+1 n-k PSS
e le
k
1 p’m
R = R . 0g<kgn+1~-qg;
1 hZ'O h,q-1 = E
p,m p,m-1
R = R r 0<kgn;
k,O n—k,k+1 ST
p,0 p
R = R 0<kgn;
n-k,k+1 n—k,k+1 N
considera le sequenze:
(31y RrP : (RP } i peN; 0<k<n:
n-k,k+1 . e
e
p,m p,m
32 % : ;7 0K ;
(32) R {Rn—k,k+1} p,meN; 0<k<n;

che altro non sono se non i coefficienti del polinomio ottenuto
iterando sulla (3), rispettivamente, p trasformazioni del tipo
QO’ e p trasformazioni del tipo 2, seguite da m del tipo 2,.
Mediante i segni dei termini di queste sequenze otteniamo, al
solito, una limitazione supericre al numero degli zeri della (3)

in opportuni intervalli.
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7. La pii generale condizione di uniciZa

Il procedimento pild generale di utilizzazione del Teorema di

Vincent pud essere formalizzato, partendo dalla

(3 ) a.x)=o,
Jj:0 J

nel seguente modo.
Osserviamo anzitutto che ogni composizione di quante si vo-

gliono (in numero, ad esempio, di k) trasformazioni QO e/o

Q1 pud essere espressa nella forma:

a+bx
K

0 c+dx
k

che noi identifichiamo con la:

N :x = ~(1,1;0,1}
0 X

ed inoltre:

Il

Q [(a,c:b,d)] (a+b,c+d;b,d)
0

(34)

Q [(alc;bld)] (a+b,C+d;a,c).
1

Se, componendo un numero k di trasformazioni qualsivoglia,

Qoe/o 01, abbiamo ottenuto la:
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a +b x
_ k__k k
. [

Xo c +d x
K k k

q . . . . + A
calcolando i due limiti, per xk*O e per xk++w, avremo l'inter-

vallo:

1 &, bk bk a,
— < X < T oppure — < X < —

552 <, 0 52 d, 0 o !

a seconda ch? il numero delle trasformazioni Q1 operate sia pari
o dispari.

Tl numero delle radici della (3) contenute nell'intervallo
definito dalle (35) non supera il numero delle variazioni di se-
¢nc negli elementi della diagonale finale della tabella del Teo-
rema di Vincent relativa alla composizione effettuata.

k~1 k=1 k-1 k-1

Detta a ;a Booof & HE- la
¢ : n+1,0 g n,1 ! ! 2,n-1 "' i,n ’

diagonale finale della tabella relativa alla composizione delle
prime (k-1) trasformazioni, quanto detto in precedenza pud es-

sere formalizzato mediante le:

k k-1 .
a0 . = a R C<j=n ;
»J n+1-j,J
k k-1 g
(14*) a. = a o Osi=n+l ;

i,0 n+1,0

Kk k L .
a = a. o+ a5 . ¢ 1=i=n ; l=j=n ;
1, i-1,j i,J-1

se la k-esima trasformazione operata & la QO, e le
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ak _—— ; O<i<n ;
0,J J+1,n-j
(15%) ak = ak? ; o<i<n+l ;
i,0 1,n
a* = a" + a* ;o 1<ign , 1=j<n
iyj i-1)j iaJ—1

se la k-esima trasformazione operata & la 01.

8. Un'applicazione

La formalizzazione data dalle (34) consente di precisare gli
intervalli a cui si fa riferimento in |64} pag.l13 R/4), nonché
in |65| pag.2 R/1), intervalli in cui valgono le limitazioni su-
pericri al numero degli zeri della (3) fornite dalle sequenze
(26),(27),(31) e (32).

Componende p trasformazioni del tipo 01, gli estremi deilo
intervallo (35) si ottengono risolvendo il sistema di equazioni

alle differenze finite (vedi le (34)):

a = a + b

P p-1 p-1
c =c + d

P p-1 p-1
b = a

p p—1
d =c

p p-1

con le condizioni iniziali, ottenute dalle (33):

: 0,1;1,0) e
(a0 'S, ’bo ’do ) (0,

(a1,c1;b1,d1) = (1,1;0,1).

Tramite la soluzione dell'equazioni:
a -~a -a =0 e

p p~1 p-2

c -c -c =

p p-1 p-2

si perviene alla soluzione, data dalle:
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v[(1+f§)p—(1—4§)p]

Pl s
c =—l———-[(1+6)°+1—(1—l§)p”]
p 2p+1_ E

(36)
b =__l____.[(l+@)p_1_(l_ﬁj)p‘1]
S L
a4 = '[(1+/§)"—(1-@)"]
Poap. 5

da cui ctteniamo:

%o (1+5)P-(1- 5P

z = 2 ' e

P (1+45)PH (1 5)p+

b 2

B, 13PN (1o ) P

g = - = r P =1,2,...
p (1+45)"=(1~ B)

Similmente,componendo inizialmente P trasformazicni del tipo

01 Segulte da m trasformazioni del tipo Qo’ siamo condotti alla

soluzione del sistema:

a = a + b
m+p m-1+p m-1+p
c

= c +
m+p m—1+p dn1—'1+p
b = b
m+p m-1+p
d = d
m+p m-1+p

c¢on la condizione iniziale (a /€ ;b ,d ) espressa dalle (36),
P P P P

che .si trasforma in:

b =b

m+p P

5 d = d

m+p P
a = a +

m+p m-1+p p

= c + d
m+p m-1+p ‘p
dal quale si deduce facilmente come {a } e {c } altro non
m+p m+p

Un'applicazione

sono se non progressioni aritmetiche di ragioni, rispettivamen-

te, bp e dp, e termini iniziali apecy (vedi (36)), mentre le
{b b e {d } sono successioni costanti uguali rispettivamente
m+p m
ab e 4.
p P
Per cui avremo, per gli estremi dell'intervallo (35):

fmip _ , (1495)P-(1-45) Prom [(1+ /5) P71 (1- 5) P77
€ ntp (1+95) P (1= 8) P am (14 B) P=(1- 45) P |
e
b p-1 =0 [oI=ht
+ + {5 -(1=¥
Mo o kbt 5] (1-15) b =1,2,...
a (1+ 5)P-(1-3)°
m+p
Considerando le (31), vedi (65), avremo invece il sistema:
ap = ap_1 + b0
cp = dp_1 + d0
bp = bO
dp = d0
che, per le (33), ci fornisce le:
a = a +1
p p-1
= c
cp p-1
b =1
p
d =0
p
ovvero la soluzione
a =p
p
c =1
o]
b =1
p
=0
p

che genera gli intervalli: p<X<a.

Per quanto concerne infine le (32), avremo il sistema:
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Un'applicazione

a = a + b
p+m p+m-1 p+m-1

Cp+m - Cp+rn—1 + dp+m-1
bp+m = ap+m—‘1
dp+m = cp+m—1
con le condizioni iniziali:
(ag,cyiby,dy) = (py1i1,0) e
(ag,4/Cpqibypqsd,0q) = (p+1,15p,1),

la cul soluzione sara:

1 1
5.2
1 m+1 m+1

Cp+m T .§.2m+1-[(l+l§) (=8 ]
S e e Bl1e B) ™ (1= 3) "+ (14 &) "

p+m ﬁ.zm‘1 5 b
a, = L -[(1+~'§)’“—(1—¢§)’"]

. ™

la quale conduce, riguardo alle (35), alle:

)m—(l—ﬁ)mi

1_(1_@)m—1

m (
ﬁ

a ;E-[(l+f5)m+1-(l—G)m+1]+(l+@)m-(l-@)
m+p _ 5. 2

S (1+ 4'5)"]“'(1"{5)"”-I

)

b }E-[(H@)m—(l—@)m]+(l+@)m_1-(l-53m—1
ptm _ 7. 2

cl p+m (1+45) m"( 1-1¥5) K

conm = 1,2;.

o oo

1]

2|
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