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1. Introduzione

In un lavoro precedente(l) é contenuta la prova dell'esistenza di solu-
zioni economicamente significative per un modello di accumulazione guidata
da un meccanismo di uguaglianza dei saggi di profitto sugli investimenti
nei vari settori.

La presenza di un'ipotesi molto generale sulle aspettative ha impedito
di estendere al modello in guestione la dimostrazione di esistenza di soluzioni
utilizzata per un altro modello di accumulazione, fondato sull'ipotesi partico-
lare di aspettative statiche, e basata sul teorema del punto fisso di Kakutani.
Seguendo le linee di quest'ultima dimostrazione, ci si & infatti trovati nella
necessita di ricorrere ad un teorema del punto fisso pit generale di quello
di Kakutaniz il teorema di Eilenberg e Montgomery. Si sono in conseguenza
dovuti utilizzare concetti ancora piu astratti e lontani dal normale bagagiio
di conoscenze matematiche dell'economista.

Lo scopo di questa nota & quello di fornire una dimestrazione alternati-
va basata su una diversa impostazione che consente di impiegare uno strumen-
to matematico piu semplice, quale il teorema de! punte fisso di Brouwer
per le funzioni continue, al fine di facilitare la comprensione del ragionamento

economico sottostante il modello.




Il modello

2. I modello

Per agevolare la lettura della nota, si riporta una sintetica descrizione

(2)

del modello™ .

Le condizioni di equilibrio sono rappresentate dalle seguenti relazioni:

(1) X = Ax + Bz

(2) x=K

n
o

se xj < Kj’ allora uj

—
(Y1)
~

D =pA +u
“! v n i, W
() pB=(/r)u se & b.p >(l/r )u ,alloraz =0
i=1 "ij7j j j

(5) pBz = uK

dove A e B sono le due matrici non negative di ordine nxn dei coefficienti
6i produzione corrente e, rispettivamente, dei coefficienti di capitale. K

-

e il vettore colonna delle capacita produttive esistenti dei vari settori(g)
!
X e il vettore colonna dei livelli produttivi dei vari settori, z & il vettore
colonna delle quantita prodotte di unita di capacitd produttiva dei vari settori
L

cioe gli investimenti, p e il vettore riga dei prezzi correnti 4i mercato dei

vari beni, u e il vettore riga dei profitti correnti per unita di capacita produt-

a

tiva dei ' S . - o .
dei vari settori, u e il vettore riga dei profitti attesi sulle varie unita

.

Esistenza ¢l soiuzioni
di capacita produttiva in tutti i periodi futuri, ; e il saggio atteso di profitto.
Vengono fatte le seguenti ipotesi sui datiz

a) La martrice A & irriducibile e soddisfa le condizieni di Hawkins-Simon.
Essa incorpora anche le quantita dei vari beni necessarie per la manutenzio-
ne e la reintegrazione degli stocks.

b) Ogni colonna della matrice B ha almeno un elemento positivo.

c) Il vertore K & positivo. Le capacita produttive di nuova produzione entrano
in funzione nei pericdo successivo.

N

d) I profitti attesi u sono funzioni dei profitti correnti u. Queste sono univo-
che, ncn negative, continue e positivamente ornogenee € sono inoltre tali
che il profitto atteso di almeno un settore e positivo per ogni vettore
semipoéitivo dei profitti correnti.

e) Tutto il reddito viene risparmiato ed investito.

3. Esistenza di soluzioni

La {1) e la (3), tenendo conto dell'ipotesi a), permettono di esprimere
x e p in te:mini di z e di u, ottenendosi x = (I-A)-lﬁz e p:u(I—A)—l. Effet-
tuando le sostituzioni in (2) e (&), le relazioni (1)<(4) si riducono ai due seguen-

ti gruppi di disuguaglianze:

(6) (-A) BzsK




Esistenza di s —
L soluzioni N .
csistenza di soluzioni

7 WA B2 (1/;) ’

®  u-A Bz = uk .

e l'insieme
Il modello si riduce pertanto alle (6), (7) e (8).
V= { z| 0sz= 2}
- =T . :
31 consideri tuttavia, per il momento, il modello rappresentato dalle
{
{6), dalle (7) e dalla seguente disuguaglianza z z
dove z., componente i.ma del vettore 2, e tale che
(9 ruK=uz . 0
-1 ) .
A8 | oz |>K (=

dove

Si definizcano ora le funzioni

(10) A sz - k

rn
n

L'esistenza di un tale z & garantita dalle

(1Y R

Per individuare un campo di variazione per I

(120 H =(l/iuK - Jz
50,

~

a3 f=1/+

Si considerine inoitre !'insieme
IS1=EN

Tenendo conto che max u, & una funzions continua rispett

1=i=n

19 2y oo s M) &

ipotesi a) e b). Risulta chia-

-1
fu - ull-A) 'B My e .
ramente che gli insiemi S e V sono chiusi, limitati ¢ convessl.

f che sia anch'esso chiu-

limitato e convesso, si osservi che, dato u € S, esiste, per l'impotesi d),

almeno un ui ~ 0 . Pertanto dato u € S, deve essere

o ad u nell'insieme




A Ezistenza dl scluzioni

S, essa possiede un minimo. Tenendo poi conto che la funzicne considerata

€ positiva su tutto S, anche il valore minimo deve essere positive, cioa

(15)  min max u, = §>0
uesS lsi=n

Con un ragionamenyto analogo si dimostra che la funzione di u(4)

(16) max { ui-a)y's }
I=si=n !

possiede un massimo in S, cios

(17)  max max {u(I-A)-lB} .= Y>>0 .
ue S l=sisn !

E' allora possibile scegliere un f positivo tale che
(18) 7 <f ¢ )

cioe un valore di f per cui almeno un elemento di R & strettamente positivo.
Si indichi infine con T !l'insieme T = {f! nggf} s Chiuso, limitato e

convesso.

E' possibile allora costruire la seguente irasformazione dell'insi=me

fsistenza di soluzioni

SxVxT in se stesso

(199 U=(1/2) max {o, e hE}
200 Z = med{o,z+hR,£}

2D F:med{O,f-ihH,f}
dove

2 (
(220 A= El max 0, u, + hE, } .

- . . ; . e )
h & una costante positiva abbastanza piccola da garantire 1 >0 (l'esistenza
di una h cosiifatta & assicurata dalla circestanza che E € limitata inferiormen-
te), max {a, b} indica il pit grande fra a e b e med {a, b, c} indica il

valore intermedio fra a, b, c.

()

Poiché la trasformazione suddetta & continua e l'insieme SxVxT
~ . . H £ -
& chiuso, limitato e convesso, si pud agplicare il teorema di Brouwer ed affer

mare l'esistenza di almeno un punto fissc u*, z*, I* tale che

(23) u*=(1 /A" max {D, u* + hE*}
(24) z* = med l,r-O, z* + hR* , 2}
{ .
* cx §
(25) f* = med 4 Q, ¥ + hH*, £ §



Esistenza di soluzioni

dove A%, E*¥, R* ed H* sono i valori di 1, E, R ed H calcolati ne! punto
fisso.
Si controlla preliminarmente che le funzioni E, R ed H soddisfano

l'identita

(26) uE +Rz+{fH =0

nelle variabili u, z ed f comprese in S, Ve T, con £>0.
Si vuole ora dimostrare che H*= 0. Si supponga infatti il contrario,
cioe che H* > 0. Per la (25} deve allora essere f* =  da cui segue che almeno

un R’i‘ > 0. Da Rr > 0 segue, per la (24), z = ;'i’ che implica E* > 0. Apparte-

" = o WY ST )
nendo u* a S, deve quindi essere u*E* > 0 . Dalla (24) segue inoltre che z*i = 0,
R¥* indi = i i
se R¥, < 0. Deve quindi essere z*"i R*i- 0 per ogni i. Tenendo conto che
per almeno un i e R*i->0 cui corrisponde z¥ = z. >0, si ricava che R*z* > 0.
i i i
I3 GXE* - i i ¢ f

Da questo e da GW*E* >0 si ottiene, tenendo conto della (26), fH* < 0, ovvero
H* < 0, il che contraddice H* > 0. Deve pertanto essere H < (.

5i suppenga ora che sia H*< 0. Dalla (25) segue allora £*=0 che impli-

© . » L

ca  H* = + e, che coniraddice H* < 0. Deve quindi essere H* = 0.

Deve inojtre essere #* > 0. Infatti f* = 0 implica H* = +o0, il che

a sua volta implica, per la (25), f = f, contraddicente ¥ = (.

Si vue!l ora far vedere che vale la relazione

Esistenza di soluzioni g

G {o, el hE?}= u* (u* + hE#)
1 1 1 1 1 1

Infatti o e u’i* = 0 e la (27) & immediatamente soddisfatta ovvero & u;> C.
D In guest'ultimo caso, dalla (23) si ha max{ 0, uél* + hET}: ;t*u*i* >0, il che
implica max { G, u‘;l* + hEY}: u*.1 + hE*i‘ , da cui segue il soddisfacimento
della (27).
Si moltiplichi ora la i.esima relazione delle (23) per U si porti A ¥ nei
membro di sinistra, si tenga conto della (27) e si sommi rispetio a i, ottenenco-
si

n 2 n 2 . 1}
@8 A X W) - Z +h D usEs

da cui

e E]

(29) (A*-1)

2 n
(u” = h 2 u*E* .
1 1=l i

i=1

Tenendo conto di f*H* = 0 e di R*z* = 0, dalla (26) si ricava u*E*=< 0, il
che, tenendo contc della (29), implica a sua volta AFEL
Si supponga cra 1 * <L Poiche u* €85, c'e almeno un u*‘i*> 0. Daila

(23) segue allora che per gli u*i"> 0 si deve avere E‘{< 0, mentre per gli u*i* =0

<i ha E* = 0, con la conseguenza che deve essere u*E¥ < 0. Tenendo contc
i

di guesto e di f*H* = 0, dalla (26) segue R*z* > 0, da cui si ricava che ¢




10 htenza o spluziohi
Esistenza ¢i scluzioni gsistenza  di  soluzioni i
almeno un R* > 0. Ma da R¥>> 0 e dalla (24) segue z* = z,, che implica E¥> 0, . ° -1
i i i i : (32) r*urk = r*u¥l-A) Bz*
= l.

contraddicente E*i*< 0 per almeno un i. Deve dunque essere A ¥

Per ) * = 1, dalla (23) si ottiene che E*= 0 e che u’i* 0, se Er< 0. - N

che, divisa par r*, coincide con la (8).

Si dimostra poi che R* < 0. Se infatti fosse un R* > 0, dalla (24) si -
i Lz soluzione u*, z*, r* soddisfa quindi, oltre le (6) e (7), anche la (8).

avrebbe 2¥ = ;'i che implicherebbe E* > 0, contraddicente E*x 0.

Si & gia visto che z¥ = 0, se R¥< 0.

5i & pertanto dimosirato che il modello costituito dalle (6), (7) e (9)
possiede almeno un equilibrio economicamente significativo. Poiche il modelto
criginale ha la (8) al posio della (9), si deve ora far vedere che tale equili-
brio soddisfa anche la (8). Pestmoltiplicando la (7) nel punto di equilibrio
per z* e tenendo conto che z’.;' = 0, se la corrispondente relazione (7) & una
stretta disuguaglianze, si ha

- -

(30) u* (I-A)_l Bz* = (1 /r*)u*z*

ovvero

-~ -

(31) r~* u*(I-A)-le* = u¥*z* .

Tenendo conto che in equilibrio la (9) & una uguaglianza e sostituendo la

(31) nella (9), si ha




12 Note

Note

(*) La presente nota e stata scritta nell'ambito di una ricerca finanziata

con fondi del Ministero della Pubblica Istruzione.

(1) E. Zaghini, Prezzi naturali e prezzi di mercato. Un'interpretazione
della teoria walrasiana di accumulazione, Collana di studi deil'lstituto di
Economia Politica, facoltd di Scienze Statistiche, Demografiche e Attuariali,

Edizioni deil'Ateneo, Roma, 1970, pp. 67-70.

(2) Vedasi E. Zaghini, op. cit., pp. 64-67. Per una completa descrizione

del medello si rinvia a questa pubblicazione.

{3) Una unitd di capacitd produttiva del settore j & costituita dalle
quantita blj, sz, o brj rispettivamente del primo, secondo, ..., n.mo ben=
capitale. Essa rende possibile in una unitd di ternpo la produzione di una

unita del bene capitale j.mo.

() Con { u(I—A)-lB}i si indica la componente i.ma del vettore u(I—A)-lB

(5) Tutte le funzioni sono continue. Per quanto riguarda H si deve

13
Note

perd osservare che essa lo & in senso generalizzato per f=0, cioé nel senso

che lim H =+ o ed il valore di H per =0 & proprio + o . Si vede tuttavia

f-’0+ . ~ N .
che la (21) & continua nel senso normale anche per i=0, il che & cid che impor-

ta per l'applicazione del teorema di Brouwer.

(6) Vedasi la nota n. 5.
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